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П Р Е Д И С Л О В И Е 

Д л я у с п е ш н о г о в ы с т у п л е н и я н а о л и м п и а д а х в ы с о к о г о у р о в н я п о 
м и м о т в о р ч е с к и х с п о с о б н о с т е й н е о б х о д и м а с е р ь е з н а я п о д г о т о в к а . 
О л и м п и а д ы д е м о н с т р и р у ю т ш к о л ь н и к у р а з н о о б р а з и е м а т е м а т и к и 
( м а т е м а т и к а — э т о н е т о л ь к о к в а д р а т н ы е у р а в н е н и я , н о и ш а х м а т ¬
н а я д о с к а , и р а з л и ч н ы е и г р ы в р о д е м о р с к о г о б о я , к р е с т и к о в - н о л и ¬
к о в и т. п . ) , и т а к а я г и б к о с т ь о к а з ы в а е т с я о ч е н ь в а ж н о й в д а л ь н е й ¬
ш е й к а р ь е р е , ч е м б ы ч е л о в е к в д а л ь н е й ш е м н и з а н и м а л с я . П о э т о м у 
о т у ч а с т н и к а т р е б у е т с я , с о д н о й с т о р о н ы , п е р е с т а т ь б о я т ь с я н е п р и ¬
в ы ч н ы х ф о р м у л и р о в о к , а с д р у г о й с т о р о н ы — з н а т ь с п е ц и ф и ч е с к и е 
ф а к т ы и п р и е м ы , в л а д е т ь т и п и ч н ы м и м е т о д а м и р е ш е н и я з а д а ч , об¬
л а д а т ь в ы ч и с л и т е л ь н ы м и н а в ы к а м и . 

Ч а с т о с л у ч а е т с я , ч т о д а ж е с и л ь н ы е ш к о л ь н и к и в ы с т у п а ю т н а 
о л и м п и а д а х н е д о с т а т о ч н о у с п е ш н о и з - з а н е з н а н и я э т и х п р и е м о в и 
ф а к т о в . Ц е л ь с б о р н и к а ——помочь ч и т а т е л ю н е п о п а с т ь в т а к у ю си¬
т у а ц и ю . 

С б о р н и к с о с т а в л е н и з з а д а ч , п о з в о л я ю щ и х в а м о ц е н и т ь в а ш у 
о л и м п и а д н у ю п о д г о т о в к у . М ы с т а р а л и с ь о б о й т и с ь м и н и м у м о м 
к л ю ч е в ы х з а д а ч , к о т о р ы е п о д г о т о в л е н н ы й ч е л о в е к д о л ж е н у м е т ь 
р е ш а т ь . 

К а к в г е о г р а ф и и , и з у ч а я п р о м ы ш л е н н о с т ь с т р а н ы , м о ж н о со¬
с р е д о т о ч и т ь в н и м а н и е н а о т д е л ь н ы х о т р а с л я х в с т р а н е в ц е л о м , а 
м о ж н о и с с л е д о в а т ь с т р у к т у р у п р о м ы ш л е н н о с т и в к а ж д о м отдель¬
н о м р е г и о н е , т а к и в м а т е м а т и к е д л я р е ш е н и я з а д а ч п о л е з н о и у ч а т ь 
и о б щ и е м е т о д ы р е ш е н и я з а д а ч , и о т д е л ь н ы е т е м а т и ч е с к и е р а з д е л ы . 
Д а н н а я к н и г а с о с т о и т и з д в у х ч а с т е й . В п е р в о й ч а с т и ——основные 
м е т о д ы р е ш е н и я з а д а ч , в о в т о р о й ——разделы п о т е м а м . 

П р и с о з д а н и и п о д б о р к и з а д а ч м ы с т а р а л и с ь и с п о л ь з о в а т ь ма¬
т е м а т и ч е с к и й ф о л ь к л о р , о т о б р а в з а д а ч и , к о т о р ы е о с о б е н н о ч а с т о 
и с п о л ь з у ю т с я п р и р а б о т е к р у ж к о в и я в л я ю т с я к л ю ч е в ы м и д л я по¬
н и м а н и я д а н н о й т е м ы . 

В д а н н о м с б о р н и к е м ы н е к а с а л и с ь к л а с с и ч е с к о й п л а н и м е т р и и 
и с т е р е о м е т р и и , р е к о м е н д у я ч и т а т е л ю к н и г у Р. К. Г о р д и н а «Это д о л 
ж е н з н а т ь к а ж д ы й м а т ш к о л ь н и к » . Т а к ж е д а н н ы й с б о р н и к н е с т а в и т 
с в о е й ц е л ь ю р а з в и т и е в ы ч и с л и т е л ь н ы х н а в ы к о в , к у л ь т у р ы выкла¬
д о к ——умений, н е о б х о д и м ы х к а ж д о м у у ч а щ е м у с я , к о т о р ы е д о л ж н ы 
б ы т ь д о в е д е н ы д о а в т о м а т и з м а у ш к о л ь н и к а , п р е т е н д у ю щ е г о н а 
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ПРЕДИСЛОВИЕ 

у с п е ш н о е в ы с т у п л е н и е н а о л и м п и а д а х . Д л я р а з в и т и я э т и х у м е н и й 
п о м и м о п р о р а б о т к и ш к о л ь н о г о м а т е р и а л а с о в е т у е м о б р а т и т ь с я к 
с т а р и н н ы м з а н и м а т е л ь н ы м з а д а ч а м . 

А в т о р ы в ы р а ж а ю т б л а г о д а р н о с т ь Ф. П е т р о в у з а п о м о щ ь в под¬
б о р к е з а д а ч п о т е м е « Н е р а в е н с т в а » и И . М и т р о ф а н о в у з а п о л е з н ы е 
о б с у ж д е н и я . 

М ы б л а г о д а р н ы ч и т а т е л я м з а л ю б у ю к р и т и к у и з а м е ч а н и я , ко¬
т о р ы е будут у ч т е н ы в с л е д у ю щ и х и з д а н и я х , и б о п о д г о т о в и т е л ь н ы е 
с б о р н и к и ( к а к и , н а п р и м е р , п р о г р а м м н ы е п р о д у к т ы ) с о з д а ю т с я ме¬
т о д о м п о с л е д о в а т е л ь н ы х п р и б л и ж е н и й . 
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Ч а с т ь I . М Е Т О Д Ы 

З А Д А Ч И Н А Л О Г И К У 

Л о г и к а ——основа м а т е м а т и ч е с к о й к у л ь т у р ы , о н а и с п о л ь з у е т с я 
п р и р е ш е н и и л ю б ы х м а т е м а т и ч е с к и х з а д а ч . З а д а ч и н а л о г и к у мож¬
н о д а в а т ь д а ж е д е т я м д о ш к о л ь н о г о в о з р а с т а , в е д ь д л я и х р е ш е н и я 
з а ч а с т у ю д о с т а т о ч н о з д р а в о г о с м ы с л а . 

1. З а с у т к и д о д о ж д я П е т и н к о т в с е г д а ч и х а е т . С е г о д н я к о т чих¬
н у л . « З а в т р а б у д е т д о ж д ь » , — п о д у м а л П е т я . П р а в л и о н ? 

2. И р а , Т а н я , К о л я и А н д р е й с о б и р а л и г р и б ы . Т а н я с о б р а л а боль¬
ш е в с е х , И р а ——не м е н ь ш е в с е х . В е р н о л и , ч т о д е в о ч к и с о б р а л и гри¬
б о в б о л ь ш е , ч е м м а л ь ч и к и ? 

3. П р о ф е с с о р х о ч е т д о к а з а т ь р а в н о с и л ь н о с т ь n у т в е р ж д е н и й . 
О н з а д а е т с в о и м а с п и р а н т а м т е м ы д и с с е р т а ц и о н н о й р а б о т ы в и д а : 
« Д о к а ж и т е , ч т о и з у т в е р ж д е н и я с н о м е р о м k с л е д у е т у т в е р ж д е н и е с 
н о м е р о м l». Н е л ь з я з а щ и щ а т ь д и с с е р т а ц и ю , я в л я ю щ у ю с я п р я м ы м 
л о г и ч е с к и м с л е д с т в и е м и з з а щ и щ е н н ы х р а н е е . К а к о е м а к с и м а л ь ¬
н о е ч и с л о а с п и р а н т о в м о ж е т з а щ и т и т ь с я у п р о ф е с с о р а ? 

Э К З О Т И Ч Е С К И Е П Р И М Е Р Ы И К О Н С Т Р У К Т И В Ы 

З а д а ч и н а п о с т р о е н и я п р и м е р а т о й и л и и н о й к о н с т р у к ц и и изу¬
ч а ю т с я р а н о , п о с к о л ь к у , к а к п р а в и л о , н е т р е б у ю т п р о в е д е н и я дока¬
з а т е л ь н о г о р а с с у ж д е н и я . В т о ж е в р е м я з а д а ч и , т р е б у ю щ и е постро¬
и т ь э к з о т и ч е с к и й п р и м е р , н а о л и м п и а д а х в ы с о к о г о у р о в н я о ч е н ь 
ч а с т о с т а в я т у ч а с т н и к о в в т у п и к , п о с к о л ь к у в м е с т о э т о г о о н и толь¬
к о п ы т а ю т с я д о к а з а т ь , ч т о т а к о г о н е б ы в а е т , и э т о у н и х , е с т е с т в е н ¬
н о , н е п о л у ч а е т с я . 

1. У ч е н и к и в к л а с с е р а з л и ч а ю т с я в е с о м , р о с т о м и р а з м е р о м обу¬
в и (т. е . н а й д у т с я д в а у ч е н и к а р а з н о г о р о с т а , д в о е р а з н о г о в е с а и 
д в о е с р а з н ы м р а з м е р о м о б у в и ) . В е р н о л и , ч т о н а й д у т с я т р и учени¬
к а , д л я к о т о р ы х в е р н о с л е д у ю щ е е : н е в с е о н и о д н о г о р о с т а , н е в с е 
о н и о д н о г о в е с а и н е у в с е х о д и н и т о т ж е р а з м е р о б у в и ? 

2. Н а ч е м п и о н а т е п о ф и г у р н о м у к а т а н и ю с у д ь и в ы с т а в л я ю т фи¬
г у р и с т а м о ц е н к и . М о ж е т л и т а к с л у ч и т ь с я , ч т о б о л ь ш и н с т в о с у д е й 
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МЕТОДЫ 

п о с т а в и л и ф и г у р и с т у A б о л е е в ы с о к и е о ц е н к и , ч е м ф и г у р и с т у B, 
б о л ь ш и н с т в о с у д е й п о с т а в и л и ф и г у р и с т у B б о л е е в ы с о к и е о ц е н к и , 
ч е м ф и г у р и с т у C, и б о л ь ш и н с т в о с у д е й п о с т а в и л и ф и г у р и с т у C бо¬
л е е в ы с о к и е о ц е н к и , ч е м ф и г у р и с т у A? 

3. Б а р о н М ю н х г а у з е н х в а с т а е т с я , ч т о к а ж д ы й д е н ь у е г о ж е н ы 
у л у ч ш а е т с я л и б о л и ц о , л и б о ф и г у р а , а н е м е н е е 6 д н е й в н е д е л ю — 
о б а э т и п а р а м е т р а о д н о в р е м е н н о . К р о м е т о г о , з а д е с я т ь л е т е г о 
ж е н а с о в е р ш е н н о н е и з м е н и л а с ь . М о г у т л и с л о в а б а р о н а б ы т ь прав¬
д о й ? 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О О Т П Р О Т И В Н О Г О 

О д и н и з б а з о в ы х п р и е м о в д о к а з а т е л ь с т в а ——доказательство о т 
п р о т и в н о г о . П р е д п о л а г а е т с я , ч т о у т в е р ж д е н и е з а д а ч и н е в е р н о , а 
д а л е е п р и п о м о щ и л о г и ч е с к и х р а с с у ж д е н и й п о к а з ы в а е т с я , ч т о и з 
э т о г о п р е д п о л о ж е н и я п о л у ч а е т с я п р о т и в о р е ч и е с и с х о д н ы м и дан¬
н ы м и . 

1. Д о к а ж и т е , ч т о п р о с т ы х ч и с е л б е с к о н е ч н о м н о г о . 
2. Д о к а ж и т е , ч т о ч и с л о л/2 и р р а ц и о н а л ь н о . 
3. С у щ е с т в у е т л и в ы п у к л ы й м н о г о у г о л ь н и к , у к о т о р о г о б о л ь ш е 

т р е х о с т р ы х у г л о в ? 
4 . Д о к а ж и т е , ч т о е с л и 1 7 - у г о л ь н и к п е р е х о д и т в с е б я п р и н е к о 

т о р о м п о в о р о т е н а п о л о ж и т е л ь н ы й у г о л , м е н ь ш и й 3 6 0 ° , т о э т о т 
1 7 - у г о л ь н и к п р а в и л ь н ы й . 

О Б Р А Т Н Ы Й Х О Д 

Е с л и в з а д а ч е з а д а н а н е к о т о р а я о п е р а ц и я и п о р е з у л ь т а т у э т о й 
о п е р а ц и и в о с с т а н а в л и в а е т с я п р е д ш е с т в у ю щ е е с о с т о я н и е , т о мож¬
н о с д е л а т ь « о б р а т н ы й ход» от к о н е ч н о г о р е з у л ь т а т а к и с х о д н ы м 
д а н н ы м . ( Н а п р и м е р , н а д о в ы н е с т и ф и г у р н ы й х о л о д и л ь н и к и з кух¬
н и . П р о й д е т л и о н ч е р е з д в е р ь ? П р о й д е т , п о т о м у ч т о ч е р е з д в е р ь 
е г о в н е с л и . ) А н а л и з с к о н ц а и с п о л ь з у е т с я в и г р а х п р и п о и с к е выиг¬
р ы ш н ы х и п р о и г р ы ш н ы х с и т у а ц и й . 

1. Н а о з е р е р а с ц в е л а о д н а л и л и я . К а ж д ы й д е н ь ч и с л о ц в е т к о в 
у д в а и в а л о с ь , и н а 2 0 - й д е н ь в с е о з е р о п о к р ы л о с ь ц в е т а м и . Н а ко¬
т о р ы й д е н ь п о к р ы л а с ь ц в е т а м и п о л о в и н а о з е р а ? 
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П О Д С Ч Е Т Д В У М Я С П О С О Б А М И 

2. Т р и м а л ь ч и к а д е л и л и 120 ф а н т и к о в . С н а ч а л а П е т я д а л В а н е и 
Толе с т о л ь к о ф а н т и к о в , с к о л ь к о у н и х б ы л о . З а т е м В а н я д а л Толе и 
П е т е с т о л ь к о , с к о л ь к о у н и х с т а л о . И , н а к о н е ц , Толя д а л П е т е и В а н е 
с т о л ь к о , с к о л ь к о у н и х к э т о м у м о м е н т у и м е л о с ь . В р е з у л ь т а т е в с е м 
д о с т а л о с ь п о р о в н у . С к о л ь к о ф а н т и к о в б ы л о у к а ж д о г о в н а ч а л е ? 

3. П е т я у м е е т у м н о ж а т ь ч и с л о н а 2 и п е р е с т а в л я т ь в ч и с л е циф¬
р ы м е с т а м и . С м о ж е т л и о н п о л у ч и т ь и з ч и с л а 1 ч и с л о 209? 

П О Д С Ч Е Т Д В У М Я С П О С О Б А М И 

П р и с о с т а в л е н и и у р а в н е н и й н е к о т о р у ю в е л и ч и н у ( н а п р и м е р , 
п у т ь и л и в р е м я ) в ы р а ж а ю т д в у м я р а з л и ч н ы м и с п о с о б а м и . И н о г д а 
п р и в ы р а ж е н и и и л и о ц е н к е о д н о й и т о й ж е в е л и ч и н ы д в у м я различ¬
н ы м и с п о с о б а м и в о з н и к а е т п р о т и в о р е ч и е . Н а п р и м е р , п о л у ч е н н ы е 
р а з н ы м и с п о с о б а м и з н а ч е н и я в е л и ч и н ы м о г у т и м е т ь р а з н у ю чет¬
н о с т ь , и л и в р е з у л ь т а т е о д н о г о с п о с о б а о ц е н к и в е л и ч и н а м е н ь ш е 
н е к о т о р о г о ч и с л а , а в р е з у л ь т а т е д р у г о г о б о л ь ш е э т о г о ж е ч и с л а . 
П о л у ч е н н о е т а к и м о б р а з о м п р о т и в о р е ч и е я в л я е т с я д о к а з а т е л ь ¬
с т в о м н е в о з м о ж н о с т и с у щ е с т в о в а н и я о б ъ е к т а , у д о в л е т в о р я ю щ е г о 
у с л о в и я м з а д а ч и . 

1. М о ж н о л и р а с с т а в и т ь ч и с л а в к в а д р а т н о й т а б л и ц е 5 х 5 т а к , 
ч т о б ы с у м м а ч и с е л в к а ж д о й с т р о к е б ы л а п о л о ж и т е л ь н о й , а в каж¬
д о м с т о л б ц е о т р и ц а т е л ь н о й ? 

2. В к л а с с е 27 ч е л о в е к . К а ж д ы й м а л ь ч и к д р у ж и т с ч е т ы р ь м я де¬
в о ч к а м и , а к а ж д а я д е в о ч к а ——с п я т ь ю м а л ь ч и к а м и . С к о л ь к о в к л а с с е 
м а л ь ч и к о в и с к о л ь к о д е в о ч е к ? 

3. Д о к а ж и т е , ч т о н е с у щ е с т в у е т м н о г о г р а н н и к а , у к о т о р о г о 
а ) в с е г р а н и — ш е с т и у г о л ь н и к и ; б) в к а ж д о й в е р ш и н е с х о д я т с я 6 
г р а н е й . 

О Ц Е Н К А П Л Ю С П Р И М Е Р 

З а д а ч и н а н а х о ж д е н и е н а и б о л ь ш е г о и л и н а и м е н ь ш е г о з н а ч е н и я 
н е к о т о р о й в е л и ч и н ы ч а с т о в с т р е ч а ю т с я н а о л и м п и а д а х . Р е ш е н и е 
т а к о й з а д а ч и с о с т о и т и з д в у х ч а с т е й : п р и м е р а , к о г д а в е л и ч и н а 
д о с т и г а е т н у ж н о г о з н а ч е н и я , и о ц е н к и , п о к а з ы в а ю щ е й , ч т о полу¬
ч е н н о е в п р и м е р е з н а ч е н и е в е л и ч и н ы ——нужное. Р а с п р о с т р а н е н н о й 
о ш и б к о й у н е о п ы т н ы х ш к о л ь н и к о в я в л я е т с я о т с у т с т в и е о д н о й и з 
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э т и х д в у х ч а с т е й . П р и э т о м в о т н о ш е н и и д р у г о й ч а с т и ш к о л ь н и к а ¬
м и ч а с т о у п о т р е б л я е т с я а р г у м е н т «ну, э т о ж е о ч е в и д н о ! » , з а ч а с т у ю 
п р и в о д я щ и й к н е в е р н о м у о т в е т у . П р и р е ш е н и и т а к и х з а д а ч с л е д у е т 
в н и м а т е л ь н о с л е д и т ь , ч т о б ы о б е ч а с т и п р и с у т с т в о в а л и и б ы л и 
о б о с н о в а н ы . 

1. К а к о е н а и б о л ь ш е е ч и с л о т р е х к л е т о ч н ы х у г о л к о в м о ж н о выре¬
з а т ь и з к л е т ч а т о г о к в а д р а т а 8 х 8? 

2. К а к и м н а и м е н ь ш и м к о л и ч е с т в о м м о н е т в 3 и 5 к о п е е к м о ж н о 
н а б р а т ь с у м м у 37 к о п е е к ? 

3. К о л и ч е с т в о д е в о ч е к , з а п и с а н н ы х в ш к о л ь н ы й м а т е м а т и ч е ¬
с к и й к р у ж о к , с о с т а в л я е т б о л е е 40%, н о м е н е е 50% о т о б щ е г о ч и с л а 
у ч е н и к о в . К а к о е н а и м е н ь ш е е к о л и ч е с т в о у ч а щ и х с я м о ж е т б ы т ь в 
э т о м к р у ж к е ? 

4 . Н а к л е т ч а т о й б у м а г е н а р и с о в а н к в а д р а т 5 х 5. Н а к а к о е наи¬
б о л ь ш е е к о л и ч е с т в о п о п а р н о р а з л и ч н ы х п р я м о у г о л ь н и к о в с в е р ш и ¬
н а м и в у з л а х с е т к и м о ж н о р а з б и т ь э т о т к в а д р а т ? 

С О О Т В Е Т С Т В И Е 

Д л я р е ш е н и я з а д а ч б ы в а е т п о л е з н о у с т а н о в и т ь в з а и м н о одно¬
з н а ч н о е с о о т в е т с т в и е м е ж д у д в у м я м н о ж и т е л я м и . Н а п р и м е р , зада¬
е т с я в о п р о с п р о с л о ж н о у с т р о е н н о е м н о ж е с т в о , э л е м е н т ы которо¬
г о с о о т в е т с т в у ю т э л е м е н т а м м н о ж е с т в а , у с т р о е н н о г о б о л е е п р о с т о . 
П р и э т о м е с л и н а м н о ж е с т в а х з а д а н а к а к а я - л и б о с т р у к т у р а ( н а п р и ¬
м е р , о п е р а ц и я с л о ж е н и я ) , т о о с о б ы й и н т е р е с п р е д с т а в л я ю т соответ¬
с т в и я , с о х р а н я ю щ и е э т у с т р у к т у р у . 

1. П р и д в о р н ы й а с т р о л о г ц а р я Г о р о х а н а з ы в а е т в р е м я с у т о к хо¬
р о ш и м , е с л и н а ч а с а х с ц е н т р а л ь н о й с е к у н д н о й с т р е л к о й п р и мгно¬
в е н н о м о б х о д е ц и ф е р б л а т а п о х о д у ч а с о в м и н у т н а я с т р е л к а встре¬
ч а е т с я п о с л е ч а с о в о й и п е р е д с е к у н д н о й . К а к о г о в р е м е н и в с у т к а х 
б о л ь ш е : х о р о ш е г о и л и п л о х о г о ? 

2. В в ы п у к л о м п - у г о л ь н и к е н и к а к и е т р и д и а г о н а л и н е п е р е с е к а ¬
ю т с я в о д н о й т о ч к е . С к о л ь к о т о ч е к п е р е с е ч е н и я ( н е с ч и т а я в е р ш и н ) 
и м е ю т д и а г о н а л и э т о г о п - у г о л ь н и к а ? 

3. Д о к а ж и т е , ч т о д р о б и 2 0 0 0 / 2 0 0 9 и 9 / 2 0 0 9 и м е ю т о д и н а к о в у ю 
д л и н у п е р и о д о в . 

4 . Н а й д и т е с о т у ю ц и ф р у п о с л е з а п я т о й ч и с л а (2 + л / 3 ) 1 0 0 0 . 
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5. Д о к а ж и т е , ч т о у р а в н е н и е 

2 + 7 5 = ( a i + I3IS5)2 + ( a 2 + / l 2 V 5 ) 2 + ( а з + в з ^ 5 ) 2 

н е и м е е т р е ш е н и й в р а ц и о н а л ь н ы х ч и с л а х а 1 , а 2 , а 3 , | 1 , | 2 , в 3 . 

М А Т Е М А Т И Ч Е С К А Я И Н Д У К Ц И Я 

Д л я д о к а з а т е л ь с т в а у т в е р ж д е н и й т и п а : « Д л я к а ж д о г о н а т у р а л ь ¬
н о г о п в е р н о , что . . . » и с п о л ь з у е т с я м е т о д м а т е м а т и ч е с к о й и н д у к ц и и . 
Т а к о е у т в е р ж д е н и е м о ж н о р а с с м а т р и в а т ь к а к ц е п о ч к у у т в е р ж д е ¬
н и й : « Д л я п = 1 в е р н о , что . . . » , « Д л я п = 2 в е р н о , что . . . » и т. д . 

П е р в о е у т в е р ж д е н и е ц е п о ч к и н а з ы в а е т с я базой ( и л и о с н о в а н и 
е м ) и н д у к ц и и . Е г о о б ы ч н о л е г к о п р о в е р и т ь . З а т е м д о к а з ы в а е т с я ин
дуктивный переход ( и л и ш а г и н д у к ц и и ) : « Е с л и в е р н о у т в е р ж д е н и е 
с н о м е р о м п, т о в е р н о у т в е р ж д е н и е с н о м е р о м п +1». И н д у к т и в н ы й 
п е р е х о д т а к ж е м о ж н о р а с с м а т р и в а т ь к а к ц е п о ч к у п е р е х о д о в : «Если 
в е р н о у т в е р ж д е н и е 1, т о в е р н о у т в е р ж д е н и е 2», « Е с л и в е р н о утвер¬
ж д е н и е 2, т о в е р н о у т в е р ж д е н и е 3» и т. д . 

Е с л и в е р н а б а з а и н д у к ц и и и в е р е н и н д у к т и в н ы й п е р е х о д , т о 
у т в е р ж д е н и я д л я в с е х п в е р н ы . Э т о принцип математической ин
дукции. 

И н о г д а д л я д о к а з а т е л ь с т в а о ч е р е д н о г о у т в е р ж д е н и я ц е п о ч к и на¬
д о о п и р а т ь с я н а в с е п р е д ы д у щ и е у т в е р ж д е н и я . Тогда и н д у к т и в н ы й 
п е р е х о д з в у ч и т т а к : «Если в е р н ы в с е у т в е р ж д е н и я с н о м е р а м и от 1 
д о п, т о в е р н о у т в е р ж д е н и е с н о м е р о м п + 1». 

И н о г д а у д о б е н индуктивный спуск ——если у т в е р ж д е н и е с н о м е ¬
р о м п (п > 1) м о ж н о с в е с т и к о д н о м у и л и н е с к о л ь к и м у т в е р ж д е ¬
н и я м с м е н ь ш и м и н о м е р а м и и п е р в о е у т в е р ж д е н и е в е р н о , т о в с е 
у т в е р ж д е н и я в е р н ы . 

1. Д о к а ж и т е , ч т о л ю б о е ц е л о е ч и с л о р у б л е й , б о л ь ш е е с е м и , мож¬
н о р а з м е н я т ь м о н е т а м и п о 3 и 5 р у б л е й . 

2. И з к в а д р а т а 128 х 128 в ы р е з а л и о д н у к л е т к у . Д о к а ж и т е , ч т о 
э т у ф и г у р у м о ж н о з а м о с т и т ь у г о л к а м и и з т р е х к л е т о к . 

3. Н а п л о с к о с т и п р о в е л и н е с к о л ь к о п р я м ы х . Д о к а ж и т е , ч т о ча¬
с т и , н а к о т о р ы е р а с с е ч е н а п л о с к о с т ь , м о ж н о р а с к р а с и т ь в д в а ц в е т а 
т а к , ч т о б ы с о с е д н и е ч а с т и (у к о т о р ы х е с т ь о б щ и й о т р е з о к , л у ч и л и 
п р я м а я ) б ы л и п о к р а ш е н ы в р а з н ы е ц в е т а . 
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4. Д о к а ж и т е , ч т о с о с т о я щ е е и з 243 е д и н и ц ч и с л о д е л и т с я н а 243. 
5. И з в е с т н о , ч т о ч и с л о x + 1/x ц е л о е . Д о к а ж и т е , ч т о ч и с л о 

xn + 1/xn т о ж е ц е л о е . 
6. Д о к а ж и т е р а в е н с т в о 1 3 + 2 3 + . . . + п 3 = ( п ( п + 1 ) / 2 ) 2 . 

П Р И Н Ц И П Д И Р И Х Л Е 

В п р о с т е й ш е м в и д е э т о т п р и н ц и п в ы р а ж а ю т т а к : « Е с л и д е с я т ь 
к р о л и к о в с и д я т в д е в я т и я щ и к а х , т о в н е к о т о р о м я щ и к е с и д я т н е 
м е н ь ш е д в у х к р о л и к о в » . 

О б щ а я ф о р м у л и р о в к а : « Е с л и п к р о л и к о в с и д я т в k я щ и к а х , т о 
н а й д е т с я я щ и к , в к о т о р о м с и д я т н е м е н ь ш е ч е м п/k к р о л и к о в , и 
н а й д е т с я я щ и к , в к о т о р о м с и д я т н е б о л ь ш е ч е м п/k к р о л и к о в » . 

1. В к л а с с е 25 ч е л о в е к . В а с я с д е л а л 11 о ш и б о к в к о н т р о л ь н о й , 
з а т о о с т а л ь н ы е — м е н ь ш е . Д о к а ж и т е , ч т о н а й д у т с я т р о е у ч е н и к о в , 
с д е л а в ш и х о д и н а к о в о е ч и с л о о ш и б о к . 

2. Н а З е м л е б о л ь ш е 4 м и л л и а р д о в ч е л о в е к , к о т о р ы е м о л о ж е 100 
л е т . Д о к а ж и т е , ч т о н а З е м л е е с т ь д в а ч е л о в е к а , р о д и в ш и х с я в о д н у 
и т у ж е с е к у н д у . 

3. Д о к а ж и т е , ч т о в л ю б о й к о м п а н и и н а й д у т с я д в а ч е л о в е к а с 
о д и н а к о в ы м ч и с л о м з н а к о м ы х в э т о й к о м п а н и и . 

4 . Д о к а ж и т е , ч т о и з л ю б ы х 15 ц е л ы х ч и с е л м о ж н о в ы б р а т ь д в а , 
р а з н о с т ь к о т о р ы х д е л и т с я н а 14. 

З а ч а с т у ю п р и м е н е н и е п р и н ц и п а Д и р и х л е т р е б у е т д о п о л н и т е л ь ¬
н ы х с о о б р а ж е н и й . 

5. П е т я х о ч е т н а п и с а т ь н а д о с к е 55 р а з л и ч н ы х д в у з н а ч н ы х ч и с е л 
т а к , ч т о б ы с р е д и н и х н е б ы л о д в у х ч и с е л , д а ю щ и х в с у м м е 100. Смо¬
ж е т л и о н э т о с д е л а т ь ? 

6. П л о с к о с т ь р а с к р а ш е н а в д в а ц в е т а . Д о к а ж и т е , ч т о н а й д у т с я 
д в е т о ч к и н а р а с с т о я н и и 1 м е т р д р у г о т д р у г а , о к р а ш е н н ы е в одина¬
к о в ы й ц в е т . 

7. Н а п л о с к о с т и п р о в е д е н о 12 п о п а р н о н е п а р а л л е л ь н ы х п р я м ы х . 
Д о к а ж и т е , ч т о к а к и е - т о д в е и з н и х о б р а з у ю т у г о л н е б о л ь ш е 1 5 ° . 

8. Н а п л о с к о с т и о т м е ч е н о 5 т о ч е к с ц е л ы м и к о о р д и н а т а м и . До¬
к а ж и т е , ч т о с р е д и н и х н а й д у т с я д в е т а к и е , ч т о с е р е д и н а с о е д и н я ю ¬
щ е г о и х о т р е з к а и м е е т ц е л ы е к о о р д и н а т ы . 
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9. Н а п л а н е т е З е м л я о к е а н з а н и м а е т б о л ь ш е п о л о в и н ы п л о щ а д и 
п о в е р х н о с т и . Д о к а ж и т е , ч т о в М и р о в о м о к е а н е м о ж н о у к а з а т ь д в е 
д и а м е т р а л ь н о п р о т и в о п о л о ж н ы е т о ч к и . 

И Н В А Р И А Н Т Ы 

И н в а р и а н т ——величина, к о т о р а я н е и з м е н я е т с я в р е з у л ь т а т е 
н е к о т о р ы х о п е р а ц и й ( н а п р и м е р , р а з р е з а н и е и п е р е с т а н о в к а ч а с т е й 
ф и г у р н е м е н я е т с у м м а р н о й п л о щ а д и ) . Е с л и и н в а р и а н т р а з л и ч а е т 
д в а п о л о ж е н и я , т о о т о д н о г о н е л ь з я п е р е й т и к д р у г о м у э т и м и о п е 
р а ц и я м и . В к а ч е с т в е и н в а р и а н т а м о ж е т и с п о л ь з о в а т ь с я четность 
и л и раскраска. В з а д а ч а х п р о с у м м у ц и ф р и с п о л ь з у ю т с я о с т а т к и 
о т д е л е н и я н а 3 и л и 9. Полуинвариант — в е л и ч и н а , и з м е н я ю щ а я с я 
т о л ь к о в о д н у с т о р о н у ( в о з р а с т а н и е и л и у б ы в а н и е ) . И с п о л ь з у е т с я 
п р и д о к а з а т е л ь с т в а х о с т а н о в к и п р о ц е с с о в . 

Четность. О д н и м и з н а и б о л е е р а с п р о с т р а н е н н ы х в о л и м п и а д -
н ы х з а д а ч а х и н в а р и а н т о в я в л я е т с я ч е т н о с т ь . Е с л и н е к о т о р а я ве¬
л и ч и н а в р е з у л ь т а т е д е й с т в и й , р а з р е ш е н н ы х у с л о в и е м з а д а ч и , со¬
х р а н я е т ч е т н о с т ь , т о о т и з н а ч а л ь н о г о п о л о ж е н и я н е л ь з я п е р е й т и к 
п о л о ж е н и ю , г д е э т а в е л и ч и н а и м е е т и н у ю ч е т н о с т ь . 

1. В у г л о в о й к л е т к е т а б л и ц ы 8 х 8 с т о и т п л ю с , а в о с т а л ь н ы х 
к л е т к а х с т о я т м и н у с ы . Р а з р е ш а е т с я в л ю б о й с т р о к е и л и л ю б о м 
с т о л б ц е п о м е н я т ь в с е з н а к и н а п р о т и в о п о л о ж н ы е . М о ж н о л и з а 
н е с к о л ь к о т а к и х о п е р а ц и й с д е л а т ь в с е з н а к и п л ю с а м и ? 

Раскраски. Г о в о р я т , ч т о ф и г у р а покрашена в несколько цветов, 
е с л и к а ж д о й т о ч к е ф и г у р ы п р и п и с а н о п р е д е л е н н ы й ц в е т . Б ы в а ю т 
з а д а ч и , г д е р а с к р а с к а у ж е д а н а , н а п р и м е р д л я ш а х м а т н о й д о с к и , 
б ы в а ю т з а д а ч и , г д е р а с к р а с к у с д а н н ы м и с в о й с т в а м и н у ж н о приду¬
м а т ь , и б ы в а ю т з а д а ч и , г д е р а с к р а с к а и с п о л ь з у е т с я к а к и д е я реше¬
н и я . 

2. И з ш а х м а т н о й д о с к и в ы р е з а л и д в е п р о т и в о п о л о ж н ы е угло¬
в ы е к л е т к и . Д о к а ж и т е , ч т о о с т а в ш у ю с я ф и г у р у н е л ь з я р а з р е з а т ь н а 
ф и ш к и д о м и н о 1 х 2. 

3. М о ж н о л и в с е к л е т к и д о с к и 9 х 9 о б о й т и ш а х м а т н ы м к о н е м 
п о о д н о м у р а з у и в е р н у т ь с я в и с х о д н у ю к л е т к у ? 
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4. М о ж н о л и з а м о с т и т ь д о с к у 10 х 10 п р я м о у г о л ь н и к а м и 4 х 1? 
5. М о ж н о л и ш а х м а т н ы м к о н е м о б о й т и д о с к у 7 х 6? 

Иные инварианты Ч а с т о в з а д а ч а х в с т р е ч а ю т с я и н ы е и н в а р и ¬
а н т ы : о с т а т о к в е л и ч и н ы о т д е л е н и я н а к а к о е - т о ч и с л о , п л о щ а д ь и 
д р . И д е и р е ш е н и я м н о г и х с л о ж н ы х з а д а ч с т р о я т с я н а н а х о ж д е н и и 
« н е т и п и ч н о г о » и н в а р и а н т а , п о э т о м у у м е н и е в и д е т ь т а к и е и н в а р и ¬
а н т ы с л е д у е т р а з в и в а т ь . 

6. Х у л и г а н В а с я р в е т г а з е т у н а 4 л и б о н а 7 ч а с т е й , а п о т о м к а к и е -
т о и з п о л у ч а ю щ и х с я к у с к о в т о ж е н а 4 и л и 7 ч а с т е й . М о ж е т л и о н 
в р е з у л ь т а т е с в о и х д е й с т в и й п о л у ч и т ь и з о д н о й г а з е т ы 2009 к у с к о в ? 

7. Н а о с т р о в е С е р о б у р о м а л и н ж и в у т х а м е л е о н ы : 13 с е р ы х , 15 бу¬
р ы х и 17 м а л и н о в ы х . Е с л и 2 х а м е л е о н а р а з н ы х ц в е т о в в с т р е ч а ю т с я , 
т о о н и о б а м е н я ю т с в о й ц в е т н а т р е т и й . М о ж е т л и с л у ч и т ь с я , ч т о в 
н е к о т о р ы й м о м е н т в с е х а м е л е о н ы н а о с т р о в е с т а н у т о д н о г о ц в е т а ? 

8. М о ж н о л и к р у г р а з р е з а т ь н а н е с к о л ь к о ч а с т е й , и з к о т о р ы х 
м о ж н о б ы л о б ы с л о ж и т ь к в а д р а т ? ( Р а з р е з ы п р о в о д я т с я п о п р я м ы м 
и д у г а м о к р у ж н о с т е й . ) 

9. Во в р е м я ф у т б о л ь н о г о м а т ч а н а ш л и с ь д в а м о м е н т а , к о г д а иг¬
р о к и н а х о д и л и с ь н а о д н и х и т е х ж е м е с т а х ( в о з м о ж н о , ч т о п р и э т о м 
к а к и е - т о и г р о к и п о м е н я л и с ь п о з и ц и я м и м е ж д у с о б о й ) . П р и э т о м 
р а с с т о я н и я м е ж д у л ю б ы м и д в у м я и з н и х н е у м е н ь ш и л и с ь . Д о к а ж и ¬
т е , ч т о э т и р а с с т о я н и я н е и з м е н и л и с ь . 

П Р О Ц Е С С Ы И П О Л У И Н В А Р И А Н Т Ы 

П у с т ь т р е б у е т с я н а й т и к о н ф и г у р а ц и ю , к о г д а н е к о т о р а я в е л и ч и ¬
н а , п р и н и м а ю щ а я ц е л ы е з н а ч е н и я , у д о в л е т в о р я е т о п р е д е л е н н о м у 
н е р а в е н с т в у . Е с л и д л я к а ж д о й к о н ф и г у р а ц и и , д л я к о т о р о й н е р а в е н ¬
с т в о н е д о с т и г н у т о , с у щ е с т в у е т « э л е м е н т а р н о е » п р е о б р а з о в а н и е , из¬
м е н я ю щ е е т р е б у е м у ю в е л и ч и н у в с т о р о н у т р е б у е м о г о у с л о в и я , т о , 
о ч е в и д н о , т р е б у е м а я к о н ф и г у р а ц и я д о с т и г а е т с я и з п р о и з в о л ь н о й в 
п р о ц е с с е п о с л е д о в а т е л ь н о г о п р и м е н е н и я « э л е м е н т а р н ы х » п р е о б р а ¬
з о в а н и й . Т а к а я в е л и ч и н а н а з ы в а е т с я полуинвариантом. 

В а ж н о в о з д е р ж а т ь с я о т и с п о л ь з о в а н и я в е л и ч и н , п о х о ж и х н а по¬
л у и н в а р и а н т ы , в з а д а ч а х н а н а х о ж д е н и е м а к с и м у м а и л и м и н и м у м а . 
Р а с п р о с т р а н е н о о ш и б о ч н о е р а с с у ж д е н и е , ч т о е с л и в р е з у л ь т а т е при¬
м е н е н и я л ю б о г о « э л е м е н т а р н о г о » п р е о б р а з о в а н и я в е л и ч и н а у м е н ь -
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П Р А В И Л О К Р А Й Н Е Г О 

ш а е т с я , т о э т о и е с т ь м а к с и м у м . П р и т а к о м р а с с у ж д е н и и ш к о л ь н и ¬
к и н е у ч и т ы в а ю т , ч т о х о т ь п е р в о е и з « э л е м е н т а р н ы х » п р е о б р а з о в а ¬
н и й у м е н ь ш а е т в е л и ч и н у , п о с л е д у ю щ и е п р е о б р а з о в а н и я м о г у т е е 
у в е л и ч и т ь и д а ж е с д е л а т ь б о л ь ш е , ч е м о н а б ы л а и з н а ч а л ь н о . 

1. В к л е т к и т а б л и ц ы m х n в п и с а н ы н е к о т о р ы е ч и с л а . Р а з р е ш а ¬
е т с я о д н о в р е м е н н о м е н я т ь з н а к у в с е х ч и с е л о д н о г о с т о л б ц а и л и од¬
н о й с т р о к и . Д о к а ж и т е , ч т о н е с к о л ь к и м и т а к и м и о п е р а ц и я м и мож¬
н о д о б и т ь с я т о г о , ч т о б ы с у м м ы ч и с е л , с т о я щ и х в л ю б о й с т р о к е и в 
л ю б о м с т о л б ц е , б ы л и н е о т р и ц а т е л ь н ы . 

2. В п а р л а м е н т е у к а ж д о г о д е п у т а т а н е б о л е е т р е х в р а г о в . До¬
к а ж и т е , ч т о п а р л а м е н т м о ж н о р а з д е л и т ь н а д в е п а л а т ы т а к , ч т о у 
к а ж д о г о п а р л а м е н т а р и я в с в о е й п а л а т е б у д е т н е б о л е е о д н о г о в р а г а . 

3. Н а ф е с т и в а л е п а т р и о т и ч е с к о й п е с н и с о б р а л о с ь n д е л е г а ц и й 
о т р а з н ы х с т р а н . К а ж д ы й д е н ь р о в н о о д н а д е л е г а ц и я п о е т с в о ю 
п е с н ю и у е з ж а е т , а в с е д е л е г а ц и и , е щ е н е в ы с т у п и в ш и е , е е слу¬
ш а ю т . О к а з а л о с ь , ч т о к а ж д а я п е с н я о с к о р б и т е л ь н а н е б о л е е ч е м 
д л я 3 д р у г и х с т р а н - у ч а с т н и ц . Д о к а ж и т е , ч т о м о ж н о т а к с о с т а в и т ь 
р а с п и с а н и е , ч т о б ы к а ж д а я д е л е г а ц и я в ы с л у ш а л а б ы н е б о л е е т р е х 
о с к о р б л е н и й . 

4 . Н а п л о с к о с т и о т м е ч е н ы N т о ч е к . П о с т р о й т е з а м к н у т у ю лома¬
н у ю б е з с а м о п е р е с е ч е н и й , п р о х о д я щ у ю ч е р е з к а ж д у ю о т м е ч е н н у ю 
т о ч к у . 

П Р А В И Л О К Р А Й Н Е Г О 

О с о б ы е , к р а й н и е о б ъ е к т ы ч а с т о с л у ж а т « к р а е у г о л ь н ы м к а м н е м » 
р е ш е н и я . Так , н а п р и м е р , р а с с м а т р и в а ю т н а и б о л ь ш е е ч и с л о , бли¬
ж а й ш у ю т о ч к у , у г л о в у ю т о ч к у , в ы р о ж д е н н у ю о к р у ж н о с т ь , предель¬
н ы й с л у ч а й . 

В з а д а ч а х н а п р а в и л о к р а й н е г о р а б о т а е т м е т о д м и н и м а л ь н о г о 
к о н т р п р и м е р а : д о п у с т и м , у т в е р ж д е н и е з а д а ч и н е в е р н о . Тогда су¬
щ е с т в у е т м и н и м а л ь н ы й в н е к о т о р о м с м ы с л е к о н т р п р и м е р . И е с л и 
о к а ж е т с я , ч т о е г о м о ж н о е щ е у м е н ь ш и т ь , т о п о л у ч и т с я и с к о м о е 
п р о т и в о р е ч и е . 

1. П о к р у г у р а с с т а в л е н ы ч и с л а , к а ж д о е и з к о т о р ы х р а в н о сред¬
н е м у а р и ф м е т и ч е с к о м у с в о и х с о с е д е й . Д о к а ж и т е , ч т о в с е э т и ч и с л а 
р а в н ы . 
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М Е Т О Д Ы 

2. О с т р о в р а з б и т н а т р е у г о л ь н и к и . Д о к а ж и т е , ч т о э т и т р е у г о л ь 
н и к и м о ж н о р а с к р а с и т ь в т р и ц в е т а т а к , ч т о б ы т р е у г о л ь н и к и с о б 
щ е й с т о р о н о й б ы л и б ы п о к р а ш е н ы в р а з н ы е ц в е т а . 

3. П л о с к о с т ь р а з р е з а н а в д о л ь n > 3 п р я м ы х , с р е д и к о т о р ы х н е т 
п а р а л л е л ь н ы х и н е т т р е х п р я м ы х , п р о х о д я щ и х ч е р е з о д н у т о ч к у . До¬
к а ж и т е , ч т о к к а ж д о й п р я м о й п р и м ы к а е т т р е у г о л ь н и к . 

4 . Д о к а ж и т е , ч т о ч и с л о 

н е я в л я е т с я ц е л ы м . 
5. Д о к а ж и т е , ч т о и з п о п а р н о р а з л и ч н ы х к у б о в н е с о с т а в и т ь кир¬

п и ч . 

Асимптотика. П р а в и л у к р а й н е г о р о д с т в е н н о р а с с м о т р е н и е с и 
т у а ц и и н а б е с к о н е ч н о с т и (в асимптотике). Е с л и н а б е с к о н е ч н о ¬
с т и о д н а в е л и ч и н а б о л ь ш е д р у г о й , т о н а й д е т с я и к о н е ч н о е значе¬
н и е а р г у м е н т а , п р и к о т о р о м п е р в а я в е л и ч и н а б у д е т б о л ь ш е в т о р о й . 
П р и р а с с м о т р е н и и с и т у а ц и и в а с и м п т о т и к е в а ж н о п р а в и л ь н о оце¬
н и в а т ь п о р я д о к р о с т а в е л и ч и н . 

6. Н а п л о с к о с т и о т м е ч е н о 10 т о ч е к и 10 п р я м ы х . Д о к а ж и т е , ч т о 
м о ж н о н а й т и т а к у ю т о ч к у , р а с с т о я н и е от к о т о р о й д о л ю б о й о т м е 
ч е н н о й п р я м о й б у д е т м е н ь ш е , ч е м д о л ю б о й и з о т м е ч е н н ы х т о ч е к . 

7. Д а н п а р а л л е л о г р а м м с в е р ш и н а м и в т о ч к а х с ц е л ы м и коорди¬
н а т а м и , п р и ч е м в н у т р и и л и н а г р а н и ц е б о л ь ш е н е т т о ч е к с ц е л ы м и 
к о о р д и н а т а м и . Д о к а ж и т е , ч т о е г о п л о щ а д ь р а в н а е д и н и ц е . 

8. М н о г о ч л е н P(x) с д е й с т в и т е л ь н ы м и к о э ф ф и ц и е н т а м и т а к о й , 
ч т о у р а в н е н и е P(m) + P ( n ) = 0 и м е е т б е с к о н е ч н о м н о г о р е ш е н и й 
в ц е л ы х ч и с л а х . Д о к а ж и т е , ч т о у г р а ф и к а ф у н к ц и и y = P (x) е с т ь 
ц е н т р с и м м е т р и и . 

9. Д о к а ж и т е ч т о с у щ е с т в у е т б е с к о н е ч н о м н о г о н а т у р а л ь н ы х чи¬
с е л , н е п р е д с т а в и м ы х в в и д е с у м м ы т р е х к у б о в н а т у р а л ь н ы х ч и с е л . 

Вариационный принцип. И н о г д а , ч т о б ы п о к а з а т ь с у щ е с т в о в а 
н и е о б ъ е к т а с к а к и м и - т о х о р о ш и м и с в о й с т в а м и в н е к о т о р о м 
н е п р е р ы в н о м с е м е й с т в е , б ы в а е т п о л е з н о р а с с м о т р е т ь п р о и з в о л ь ¬
н ы й о б ъ е к т в э т о м с е м е й с т в е и н е п р е р ы в н о и з м е н я т ь е г о ( в р а щ а т ь , 
с ж и м а т ь , д в и г а т ь ) д о т е х п о р , п о к а н е п о л у ч и т с я о б ъ е к т с требуе¬
м ы м и с в о й с т в а м и . 
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ПРИЧЕСЫВАНИЕ ЗАДАЧ ( И Л И « М О Ж Н О СЧИТАТЬ, Ч Т О . . . » ) 

10. Д о к а ж и т е , ч т о д л я л ю б о й в ы п у к л о й ф и г у р ы Ф с г л а д к о й гра¬
н и ц е й с у щ е с т в у е т з а м к н у т а я в п и с а н н а я л о м а н а я , д л я к а ж д о й вер¬
ш и н ы A к о т о р о й п а р а с о о т в е т с т в у ю щ и х з в е н ь е в и м е ю т р а в н ы е уг¬
л ы с к а с а т е л ь н о й к г р а н и ц е ф и г у р ы Ф в т о ч к е A. 

11. Д о к а ж и т е , ч т о д л я л ю б о й в ы п у к л о й ф и г у р ы с у щ е с т в у е т опи¬
с а н н ы й fc-угольник, с т о р о н ы к о т о р о г о д е л я т с я т о ч к а м и к а с а н и я по¬
п о л а м . 

12. Д а н о в ы п у к л о е т е л о . Д о к а ж и т е , ч т о н а е г о п о в е р х н о с т и мож¬
н о о т м е т и т ь 4 т о ч к и т а к , ч т о б ы к а с а т е л ь н а я п л о с к о с т ь к к а ж д о й 
т о ч к е б ы л а б ы п а р а л л е л ь н а п л о с к о с т и , с о е д и н я ю щ е й о с т а л ь н ы е 
т р и . 

13. Н а п л о с к о с т и о т м е ч е н о н е с к о л ь к о т о ч е к о б щ е г о п о л о ж е н и я . 
Д о к а ж и т е , ч т о с у щ е с т в у е т о к р у ж н о с т ь , п р о х о д я щ а я ч е р е з т р и и з 
н и х и с о д е р ж а щ а я о с т а л ь н ы е в н у т р и с е б я ( и л и п р о х о д я щ а я ч е р е з 
н и х ) . 

14. Д о к а ж и т е , ч т о с у щ е с т в у е т р е б р о т е т р а э д р а , к к о т о р о м у при¬
м ы к а ю т т о л ь к о о с т р ы е у г л ы . 

15. И з р е з и с т о р о в с о б р а н а ц е п ь . Д о к а ж и т е , ч т о с о п р о т и в л е н и е 
н е у м е н ь ш и т с я , е с л и , н и ч е г о н е р а з м ы к а я , к а к и е - т о д в е т о ч к и со¬
е д и н и т ь е щ е о д н и м р е з и с т о р о м . 

16. Д о к а ж и т е , ч т о к в а д р а т н ы е к о р н и и з п р о с т ы х ч и с е л л и н е й н о 
н е з а в и с и м ы н а д м н о ж е с т в о м р а ц и о н а л ь н ы х ч и с е л (т. е. н и к а к а я и х 
с у м м а с р а ц и о н а л ь н ы м и к о э ф ф и ц и е н т а м и , н е в с е и з к о т о р ы х р а в н ы 
н у л ю , н е р а в н а н у л ю ) . 

П Р И Ч Е С Ы В А Н И Е З А Д А Ч ( И Л И « М О Ж Н О С Ч И Т А Т Ь , Ч Т О . . . » ) 

Г р а м о т н ы й п о д х о д к р е ш е н и ю з а д а ч э к о н о м и т в р е м я и позво¬
л я е т р а з о б р а т ь с я с о с л о ж н о с ф о р м у л и р о в а н н ы м и з а д а ч а м и . Подго¬
т о в к а з а д а ч и м о ж е т с о с т о я т ь в п е р е ф о р м у л и р о в к е у с л о в и я н а б о л е е 
у д о б н о м я з ы к е ( н а п р и м е р , н а я з ы к е г р а ф о в ) , о т щ е п л е н и и п р о с т ы х 
с л у ч а е в , с в е д е н и и о б щ е г о с л у ч а я к ч а с т н о м у ( н а п р и м е р , п е р е х о д к 
м а к с и м у м у и л и м и н и м у м у н е к о й в е л и ч и н ы ) . 

Т а к и е п р е о б р а з о в а н и я с о п р о в о ж д а ю т с я ф р а з а м и «в с и л у с и м 
м е т р и и » , « я в н о н е х у ж е » , « д л я о п р е д е л е н н о с т и п о л а г а е м » , « н е на¬
р у ш а я о б щ н о с т и » , « м о ж н о с ч и т а т ь , ч т о » , «в х у д ш е м с л у ч а е » . . . П р и 
э т о м т а к о й п е р е х о д д о л ж е н б ы т ь о б о с н о в а н , п о т о м у ч т о и н а ч е мо¬
ж е т п о л у ч и т ь с я р а з б о р о д н о г о ч а с т н о г о с л у ч а я , н е я в л я ю щ и й с я про¬
д в и ж е н и е м в р е ш е н и и . 
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МЕТОДЫ 

1. К а ж д ы й у ч е н и к к л а с с а х о д и л х о т я б ы в о д и н и з д в у х п о х о д о в . 
В к а ж д о м п о х о д е м а л ь ч и к о в б ы л о н е б о л ь ш е 2 / 5 . Д о к а ж и т е , ч т о в о 
в с е м к л а с с е м а л ь ч и к о в н е б о л ь ш е 4 / 7 . 

2. И з б у м а ж н о г о т р е у г о л ь н и к а в ы р е з а л и п а р а л л е л о г р а м м . Дока¬
ж и т е , ч т о е г о п л о щ а д ь н е п р е в о с х о д и т п о л о в и н ы п л о щ а д и треуголь¬
н и к а . 

Ц И К Л И Ч Н О С Т Ь 

Д о к а з а т е л ь с т в о п е р и о д и ч н о с т и о с н о в а н о н а с л е д у ю щ и х сообра¬
ж е н и я х . 

« П р я м о й ход»: е с л и н е ч т о п р и н и м а е т к о н е ч н о е ч и с л о с о с т о я н и й , 
с о с т о я н и я м е н я ю т с я в о в р е м е н и и к а ж д о е с о с т о я н и е о д н о з н а ч н о 
о п р е д е л я е т с о с т о я н и е в с л е д у ю щ и й м о м е н т в р е м е н и , т о с о с т о я н и я 
н а ч н у т п е р и о д и ч е с к и п о в т о р я т ь с я ( в о з м о ж н о , с предпериодом). 

1. Н а й д и т е п о с л е д н ю ю ц и ф р у ч и с л а 2 1 0 0 0 . 

« О б р а т н ы й ход»: е с л и к а ж д о е и з к о н е ч н о г о ч и с л а с о с т о я н и й од¬
н о з н а ч н о о п р е д е л я е т с о с т о я н и е в п р е д ы д у щ и й м о м е н т в р е м е н и , т о 
с о с т о я н и я н а ч н у т п е р и о д и ч е с к и п о в т о р я т ь с я б е з п р е д п е р и о д а . 

2. М о г у т л и д в а с о с е д н и х ч и с л а Ф и б о н а ч ч и д е л и т ь с я н а 17? 
3. Н е к о т о р а я к о м б и н а ц и я п о в о р о т о в в ы в е л а к у б и к Р у б и к а и з 

н а ч а л ь н о г о п о л о ж е н и я . Д о к а ж и т е , ч т о е с л и е е п о в т о р и т ь н е с к о л ь к о 
р а з , т о к у б и к Р у б и к а с н о в а с о б е р е т с я . 

4 . В л а б и р и н т е , п о к о т о р о м у г у л я е т М и н о т а в р , в к а ж д у ю ком¬
н а т у в е д е т т р и к о р и д о р а . М и н о т а в р п о п е р е м е н н о п о в о р а ч и в а е т т о 
н а п р а в о , т о н а л е в о . Д о к а ж и т е , ч т о о н р а н о и л и п о з д н о п р и д е т в 
и с х о д н у ю к о м н а т у . 

«Почти возвращаемость» и обмотки тора. В н е п р е р ы в н о м слу¬
ч а е в м е с т о в о з в р а щ а е м о с т и з а ч а с т у ю и м е е т м е с т о « п о ч т и в о з в р а -
щ а е м о с т ь » , п р и в о д я щ а я к « п о ч т и п е р и о д и ч н о с т и » , т. е . п о с л е д о в а ¬
т е л ь н о с т ь о к а з ы в а е т с я с к о л ь у г о д н о б л и з к а к с в о е м у н а ч а л у , н о н е 
с о в п а д а е т с н и м . 

5. Д о к а ж и т е , ч т о ф у н к ц и я s i n ( x ) + s i n ( \ / 2 x) + s i n ( \ / 3 x ) н е п е р и о 
д и ч н а . К о г д а ф у н к ц и я ^ ] an s i n ( a n x ) п е р и о д и ч н а ? 
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ФАЗОВОЕ ПРОСТРАНСТВО 

6. Д о к а ж и т е , ч т о п р и и р р а ц и о н а л ь н о м а д л я к а ж д о й т о ч к и a 
е д и н и ч н о г о о т р е з к а и л ю б о г о н а п е р е д з а д а н н о г о п о л о ж и т е л ь н о г о 
ч и с л а е н а й д е т с я т о ч к а в и д а { a n } , т а к а я ч т о |a — { a n } | < е (n — ц е 
л о е ч и с л о , { x } — д р о б н а я ч а с т ь x ) . 

7. Д о к а ж и т е , ч т о 2n м о ж е т н а ч и н а т ь с я с л ю б о й к о м б и н а ц и и 
ц и ф р . 

Ф А З О В О Е П Р О С Т Р А Н С Т В О 

Р а с с м о т р е н и е м н о ж е с т в а в о з м о ж н ы х с и т у а ц и й к а к е д и н о г о 
ц е л о г о и е г о у д а ч н о е о п и с а н и е ч а с т о о к а з ы в а е т с я п о л е з н ы м ( с м . 
т а к ж е т е м ы « Г р а ф ы » , « Т е о р и я и н ф о р м а ц и и » , « П е р и о д и ч н о с т ь » ) . 
Э т а и д е я а к т и в н о р а б о т а е т к а к в ч и с т о й м а т е м а т и к е , т а к и в при¬
к л а д н о й м а т е м а т и к е и ф и з и к е . Н а п р и м е р , в т е о р и и о п т и м а л ь н о г о 
у п р а в л е н и я р а с с м а т р и в а ю т « о б л а с т ь д о с т и ж и м о с т и » , т. е. м н о ж е ¬
с т в о с и т у а ц и й , д о с т и ж и м ы х и з д а н н о г о п о л о ж е н и я . 

1. Д а н ы т р и с о с у д а в м е с т и м о с т ь ю 6, 7 и 12 л и т р о в . Д в а м е н ь ш и х 
с о с у д а з а п о л н е н ы . М о ж н о л и в б о л ь ш о м с о с у д е о т м е р и т ь 9 л и т р о в 
в о д ы ? 

2. М о н а х с 6 у т р а д о 6 в е ч е р а п о д н и м а л с я в г о р у и т а м н о ч е в а л . 
Н а с л е д у ю щ и й д е н ь с 6 у т р а д о 2 д н я о н с п у с к а л с я п о т о й ж е д о р о г е . 
Д о к а ж и т е , ч т о в п у т и б ы л о т а к о е м е с т о , г д е о н н а х о д и л с я в о д н о и 
т о ж е в р е м я и н а п о д ъ е м е и н а с п у с к е ( м о н а х ч а с т о о т д ы х а л и ш е л 
н е р а в н о м е р н о ) . 

3. И з г о р о д а A в г о р о д B в е д у т д в е н е п е р е с е к а ю щ и е с я д о р о г и . 
И з в е с т н о , ч т о д в е м а ш и н ы , в ы е з ж а ю щ и е п о р а з н ы м д о р о г а м и з A 
в B и с в я з а н н ы е в е р е в к о й д л и н ы 2 l , с м о г л и п р о е х а т ь , н е п о р в а в 
в е р е в к и . М о г у т л и р а з м и н у т ь с я , н е к о с н у в ш и с ь , д в а к р у г л ы х в о з а 
р а д и у с а l, ц е н т р ы к о т о р ы х д в и ж у т с я п о э т и м д о р о г а м н а в с т р е ч у 
д р у г д р у г у ? 

Т Е О Р И Я И Н Ф О Р М А Ц И И 

В н е к о т о р ы х з а д а ч а х з а к о н е ч н о е ч и с л о и с п ы т а н и й ( в з в е ш и в а ¬
н и й н а ч а ш е ч н ы х в е с а х , в о п р о с о в с о т в е т о м « д а / н е т » ) т р е б у е т с я 
п о л у ч и т ь о т в е т н а н у ж н ы й в о п р о с ( н а й т и ф а л ь ш и в у ю м о н е т у , от¬
г а д а т ь з а д у м а н н о е ч и с л о ) . В т а к и х з а д а ч а х в а ж н о п о н и м а т ь , ч т о 
о т в е т н а и т о г о в ы й в о п р о с д о л ж е н о д н о з н а ч н о к о д и р о в а т ь с я о т в е -
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т а м и н а в о п р о с ы - и с п ы т а н и я . Н а п р и м е р , з а о д н о в з в е ш и в а н и е н а 
ч а ш е ч н ы х в е с а х н е л ь з я о б н а р у ж и т ь ф а л ь ш и в у ю м о н е т у с р е д и че¬
т ы р е х , п о с к о л ь к у в а р и а н т о в о т в е т а 3, а в а р и а н т о в д л я ф а л ь ш и в о й 
м о н е т ы ч е т ы р е . 

В т а к и х з а д а ч а х с т р а т е г и ю с т о и т в ы с т р а и в а т ь , ч т о б ы п р и оче¬
р е д н о м и с п ы т а н и и к о л и ч е с т в о в а р и а н т о в о т в е т а н а н у ж н ы й в о п р о с 
р а з д е л я л о с ь п р и м е р н о п о р о в н у , и н а ч е м о ж е т в о з н и к н у т ь с и т у а ц и я , 
к о г д а о с т а в ш е й с я и н ф о р м а ц и и н е х в а т и т , ч т о б ы з а к о д и р о в а т ь воз¬
м о ж н ы е о т в е т ы . Е с л и ж е п о к а з а т ь , ч т о в о з н и к н о в е н и е т а к о й с и т у а 
ц и и н е м и н у е м о , т о э т о о з н а ч а е т , ч т о и с п ы т а н и й н у ж н о б о л ь ш е . 

1. Д в о е и г р а ю т в т а к у ю и г р у . П е р в ы й з а г а д ы в а е т ч и с л о и з пер¬
в о й с о т н и , а в т о р о й п ы т а е т с я е г о у г а д а т ь , з а д а в а я в о п р о с ы , п р и ч е м 
п е р в ы й о т в е ч а е т н а н и х т о л ь к о «да» и л и «нет» . К а к о е м и н и м а л ь н о е 
ч и с л о в о п р о с о в н е о б х о д и м о з а д а т ь в т о р о м у , ч т о б ы н а в е р н я к а уга¬
д а т ь ч и с л о ? 

2. И з 27 м о н е т о д н а ф а л ь ш и в а я . З а к а к о е м и н и м а л ь н о е ч и с л о 
в з в е ш и в а н и й н а в е с а х с д в у м я ч а ш а м и м о ж н о н а й т и ф а л ь ш и в у ю 
м о н е т у , е с л и и з в е с т н о , ч т о о н а л е г ч е н а с т о я щ и х ? 

3. И з 12 м о н е т о д н а ф а л ь ш и в а я , п р и ч е м н е и з в е с т н о , л е г ч е о н а 
и л и т я ж е л е е о с т а л ь н ы х . З а к а к о е м и н и м а л ь н о е ч и с л о в з в е ш и в а н и й 
н а д в у х ч а ш е ч н ы х в е с а х м о ж н о н а й т и м о н е т у и о п р е д е л и т ь , л е г ч е 
о н а и л и т я ж е л е е ? 

4 . Толя з а г а д а л ч и с л о о т 1 д о 100. Е м у м о ж н о з а д а в а т ь в о п р о с ы 
в и д а : « В е р н о л и , ч т о т в о е ч и с л о м е н ь ш е m ? » . Толя ч е с т н ы й маль¬
ч и к , п о э т о м у о н в с е г д а г о в о р и т п р а в д у , п р и э т о м о н н е м н о г о затор¬
м о ж е н н ы й , п о э т о м у н а в с я к и й н о в ы й в о п р о с о н о т в е ч а е т в е р н ы м 
о т в е т о м н а п р е д ы д у щ и й . П о с л е п о с л е д н е г о в о п р о с а Толя с р а з у д а е т 
о т в е т ы н а п р е д п о с л е д н и й и п о с л е д н и й в о п р о с ы . К а к о е м и н и м а л ь ¬
н о е к о л и ч е с т в о в о п р о с о в н у ж н о з а д а т ь , ч т о б ы н а в е р н я к а у з н а т ь , 
к а к о е ч и с л о з а г а д а л Толя? 

К А Т А С Т Р О Ф Ы 

П у с т ь у н а с е с т ь н е к о т о р а я д и с к р е т н а я в е л и ч и н а , к о т о р а я зави¬
с и т о т н е п р е р ы в н о г о п а р а м е т р а . В э т о м с л у ч а е и м е е т с м ы с л рас¬
с м о т р е т ь и и з у ч и т ь м о м е н т ы « к а т а с т р о ф ы » , к о г д а в е л и ч и н а изме¬
н я е т с я . П о н и м а н и е т о г о , в к а к о м с л у ч а е и к а к и м о б р а з о м э т о про¬
и с х о д и т , п о л е з н о в р е ш е н и и з а д а ч . 
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1. Д а н ы т о ч к и A и B н а о к р у ж н о с т и . Н а й д и т е Г М Т ( г е о м е т р и ч е ¬
с к о е м е с т о т о ч е к ) с е р е д и н х о р д , о д н а и з в е р ш и н к о т о р ы х н а х о д и т с я 
н а д у г е AB, д р у г а я — н а д у г е BA. 

2. К в а д р а т р а з б и т н а п р я м о у г о л ь н и к и . Цепочкой н а з ы в а е т с я та¬
к о е п о д м н о ж е с т в о K м н о ж е с т в а э т и х п р я м о у г о л ь н и к о в , ч т о суще¬
с т в у е т с т о р о н а к в а д р а т а A, ц е л и к о м з а к р ы т а я п р о е к ц и я м и п р я м о ¬
у г о л ь н и к о в и з K , н о п р и э т о м н и в к а к у ю т о ч к у A н е п р о е к т и р у ю т с я 
в н у т р е н н и е т о ч к и д в у х п р я м о у г о л ь н и к о в и з K. Д о к а ж и т е , ч т о лю¬
б ы е д в а п р я м о у г о л ь н и к а р а з б и е н и я в х о д я т в н е к о т о р у ю ц е п о ч к у . 
А н а л о г и ч н а я з а д а ч а д л я к у б а , р а з б и т о г о н а п р я м о у г о л ь н ы е парал¬
л е л е п и п е д ы (в о п р е д е л е н и и ц е п о ч к и н у ж н о з а м е н и т ь с т о р о н у н а 
р е б р о ) . 

3. Округление ч и с л а — э т о з а м е н а е г о л ю б ы м и з ц е л ы х , м е ж д у 
к о т о р ы м и о н о з а к л ю ч е н о . Д о к а ж и т е , ч т о м о ж н о т а к о к р у г л и т ь чис¬
л а и з т а б л и ц ы n х k , ч т о б ы с у м м ы п о с т р о к а м и п о с т о л б ц а м т а к ж е 
о к р у г л и л и с ь . 

4 . В г о р о д е N д е в я т ь в ы с о т н ы х з д а н и й . П р и е з ж и й м а т е м а т и к хо¬
ч е т н а й т и т о ч к у , и з к о т о р о й о н и в с е в и д н ы в з а д а н н о м п о р я д к е п о 
ч а с о в о й с т р е л к е . Д л я л ю б о г о л и з а д а н н о г о п о р я д к а э т о в о з м о ж н о ? 

Л И Н Е Й Н О С Т Ь 

Линейность, теорема Хана—Банаха и счет размерностей. Мно¬
ж е с т в о , в к о т о р о м о п р е д е л е н ы о п е р а ц и и с л о ж е н и я и у м н о ж е н и я , 
о б л а д а ю щ и е с в о й с т в а м и к о м м у т а т и в н о с т и , а с с о ц и а т и в н о с т и и 
д и с т р и б у т и в н о с т и , а т а к ж е е с т ь 0 ( э л е м е н т , д л я к о т о р о г о a + 0 = 
= a д л я л ю б о г о a ) , 1 ( э л е м е н т , д л я к о т о р о г о a • 1 = a д л я л ю б о г о a) и 
д л я к а ж д о г о э л е м е н т а о п р е д е л е н ы п р о т и в о п о л о ж н ы й и о б р а т н ы й , 
н а з ы в а е т с я полем. П о л я м и я в л я ю т с я , н а п р и м е р , р а ц и о н а л ь н ы е , 
д е й с т в и т е л ь н ы е и к о м п л е к с н ы е ч и с л а , о с т а т к и п о п р о с т о м у мо¬
д у л ю p. 

Д л я н е к о т о р о г о п о л я F р а с с м о т р и м м н о ж е с т в о н а б о р о в и з n эле¬
м е н т о в п о л я . Т а к и е н а б о р ы м о ж н о п о ч л е н н о с к л а д ы в а т ь и умно¬
ж а т ь н а э л е м е н т ы и з п о л я . П о д о б н ы е о б ъ е к т ы н а з ы в а ю т с я линей-
нъми пространствами н а д п о л е м F. Е с л и л и н е й н о е п р о с т р а н с т в о 
п о р о ж д е н о к о н е ч н ы м ч и с л о м э л е м е н т о в , т. е. л ю б о й е г о э л е м е н т 
п о л у ч а е т с я к а к к о н е ч н а я с у м м а э т и х э л е м е н т о в , в з я т ы х с о п р е д е л е н ¬
н ы м и к о э ф ф и ц и е н т а м и и з п о л я , т о т а к о е л и н е й н о е п р о с т р а н с т в о 
м о ж н о н е к о т о р ы м с п о с о б о м о т о ж д е с т в и т ь с n к о п и я м и F с п о ч л е н -
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н ы м и с л о ж е н и е м и у м н о ж е н и е м н а ч и с л о . П р и э т о м ч и с л о n одно¬
з н а ч н о о п р е д е л е н о и н а з ы в а е т с я размерностью п р о с т р а н с т в а . 

1. Н а т а б л о е с т ь n л а м п о ч е к и н е с к о л ь к о к н о п о к , к а ж д а я и з кото¬
р ы х с о е д и н е н а с н е к о т о р ы м и л а м п о ч к а м и (с о д н о й л а м п о ч к о й мо¬
ж е т б ы т ь с о е д и н е н о н е с к о л ь к о к н о п о к ) . Н а ж а т и е н а к н о п к у м е н я е т 
с о с т о я н и е в с е х с о е д и н е н н ы х с н е й л а м п о ч е к н а п р о т и в о п о л о ж н о е . 
Д о к а ж и т е , ч т о ч и с л о у з о р о в , к о т о р ы е м ы м о ж е м п о л у ч и т ь , е с т ь 2к 

д л я н е к о т о р о г о k. 
2. Инвариантом б у д е м н а з ы в а т ь т а к о е п о д м н о ж е с т в о л а м п о ч е к , 

ч т о к а ж д а я к н о п к а с о е д и н е н а с ч е т н ы м ч и с л о м л а м п о ч е к и з н е г о . 
Д о к а ж и т е , ч т о ч и с л о и н в а р и а н т о в ( у ч и т ы в а я п у с т о е п о д м н о ж е с т в о ) 
е с т ь с т е п е н ь д в о й к и . Д о к а ж и т е , ч т о н е к о т о р ы й у з о р м о ж н о з а ж е ч ь 
т о г д а и т о л ь к о т о г д а , к о г д а в к а ж д о м и н в а р и а н т е н а д о з а ж е ч ь чет¬
н о е ч и с л о л а м п о ч е к . 

3. Д о к а ж и т е , ч т о в ы р а ж а е т с я ч е р е з V 2 + V4 к а к м н о г о ч л е н 
с ц е л ы м и к о э ф ф и ц и е н т а м и . 

Линейность и принцип максимума. П у с т ь у н а с е с т ь к у с о ч н о -
л и н е й н а я ф у н к ц и я , т. е . ф у н к ц и я , в в ы р а ж е н и и к о т о р о й использу¬
ю т с я т о л ь к о п е р е м е н н ы е , у м н о ж е н и е н а к о н с т а н т ы , п р и б а в л е н и е 
к о н с т а н т и з н а к и м о д у л я ( л о к а л ь н о т а к а я ф у н к ц и я п р о с т о явля¬
е т с я л и н е й н о й ф у н к ц и е й н е с к о л ь к и х п е р е м е н н ы х ) . Т о г д а ф у н к ц и я 
д о с т и г а е т с в о и х н а и б о л ь ш и х и л и н а и м е н ь ш и х з н а ч е н и й т о л ь к о в 
т о ч к а х и з л о м а ( где о д и н и з м о д у л е й о б р а щ а е т с я в 0) и л и н а г р а н и ц е 
р а с с м а т р и в а е м о й о б л а с т и . 

4 . И з в е с т н о , ч т о с у м м а м о д у л е й п о п а р н ы х р а з н о с т е й н а б о р а 
н е о т р и ц а т е л ь н ы х ч и с е л р а в н а 1. Н а й д и т е н а и м е н ь ш е е в о з м о ж н о е 
з н а ч е н и е с у м м ы э т и х ч и с е л . 

5. Н а с к л а д е 300 с а п о г : 100 х р о м о в ы х , 100 к и р з о в ы х и 100 яло¬
в ы х . К р о м е т о г о , л е в ы х и п р а в ы х п о р о в н у . Д о к а ж и т е , ч т о м о ж н о 
с о с т а в и т ь к а к м и н и м у м 50 п р а в и л ь н ы х п а р . 

6. П о к р у г у р а с с т а в л е н о k ч и с е л a1, a 2 , a k ; a 1 = 1, ^ ] at = 0. 
а ) Д о к а ж и т е , ч т о н а й д у т с я д в а с о с е д н и х ч и с л а , о т л и ч а ю щ и е с я н е 

м е н е е ч е м н а 4 / k . 
б) Д о к а ж и т е , ч т о е с т ь ч и с л о , о т л и ч а ю щ е е с я о т с р е д н е г о ариф¬

м е т и ч е с к о г о д в у х с в о и х с о с е д е й н е м е н е е ч е м н а 8 / k 2 . Н а к а к у ю 
б о л ь ш у ю к о н с т а н т у м о ж н о з а м е н и т ь ч и с л о 8? 
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Линейность площадей. В с е м и з в е с т н о , ч т о п л о щ а д ь т р е у г о л ь н и 
к а в ы р а ж а е т с я ф о р м у л о й S = 1 aha, г д е a — д л и н а с т о р о н ы т р е у г о л ь 
н и к а , а ha — д л и н а в ы с о т ы , п р о в е д е н н о й к э т о й с т о р о н е . З а ф и к с и ¬
р у е м т е п е р ь э т у с т о р о н у , а т р е т ь ю в е р ш и н у т р е у г о л ь н и к а б у д е м 
д в и г а т ь п о н е к о т о р о й п р я м о й . Тогда и з ф о р м у л ы с л е д у е т , ч т о п р и 
д в и ж е н и и в е р ш и н ы в д о л ь п р я м о й и з м е н е н и е п л о щ а д и п р о п о р ц и о ¬
н а л ь н о д л и н е о т р е з к а , н а к о т о р ы й м ы с д в и г а е м в е р ш и н у . Э т о про¬
с т о е с о о б р а ж е н и е в с о ч е т а н и и с п р и н ц и п о м м а к с и м у м а п о л е з н о 
п р и р е ш е н и и г е о м е т р и ч е с к и х з а д а ч . 

7. Д и а г о н а л и о т р е з а ю т от п я т и у г о л ь н и к а 5 т р е у г о л ь н и к о в (неко¬
т о р ы е ч а с т и о т р е з а ю т с я д в а ж д ы ) . Д о к а ж и т е , ч т о с у м м а п л о щ а д е й 
э т и х т р е у г о л ь н и к о в н е м е н ь ш е п л о щ а д и и с х о д н о г о п я т и у г о л ь н и к а . 

8. В е р ш и н ы н е к о т о р о г о т р е у г о л ь н и к а л е ж а т н а с т о р о н а х м н о г о 
у г о л ь н и к а M. Д о к а ж и т е , ч т о н а й д е т с я т р е у г о л ь н и к б о л ь ш е й п л о щ а 
д и , в е р ш и н ы к о т о р о г о л е ж а т в в е р ш и н а х M. 
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Ч а с т ь I I . Т Е М Ы 

К О М Б И Н А Т О Р Н А Я Г Е О М Е Т Р И Я 

Покрытия и упаковки. Г о в о р я т , ч т о ф и г у р а A п о к р ы т а ф и г у р а 
м и Ui, е с л и к а ж д а я т о ч к а ф и г у р ы A с о д е р ж и т с я х о т я б ы в о д н о й 
ф и г у р е Ut. П о к р ы т и е ф и г у р ы д о п у с к а е т п е р е к р ы т и е , т. е . о д н а т о ч к а 
ф и г у р ы м о ж е т п о к р ы в а т ь с я л ю б о е ч и с л о р а з . У п а к о в к а — э т о разме¬
щ е н и е н е с к о л ь к и х ф и г у р в н у т р и о д н о й б е з п е р е к р ы т и я . 

1. М о ж н о л и п о к р ы т ь п р а в и л ь н ы й т р е у г о л ь н и к д в у м я п р а в и л ь ¬
н ы м и т р е у г о л ь н и к а м и м е н ь ш е г о р а з м е р а ? ( С м . р а з д е л « Ф а з о в о е 
п р о с т р а н с т в о » . ) 

2. Н а с т о л е л е ж а т 15 ж у р н а л о в , п о л н о с т ь ю п о к р ы в а я е г о . Дока¬
ж и т е , ч т о м о ж н о у б р а т ь 7 ж у р н а л о в т а к , ч т о б ы о с т а в ш и е с я п о к р ы ¬
в а л и н е м е н е е 8/15 п л о щ а д и с т о л а . 

3. К а к о е н а и м е н ь ш е е ч и с л о к о р о л е й м о ж н о п о с т а в и т ь н а шах¬
м а т н у ю д о с к у т а к , ч т о б ы о н и б и л и в с е к л е т к и ? 

Теорема Хелли. П у с т ь н а п л о с к о с т и е с т ь к о н е ч н о е м н о ж е с т в о вы¬
п у к л ы х ф и г у р т а к и х , ч т о к а ж д ы е т р и и м е ю т о б щ у ю т о ч к у . Т е о р е м а 
Х е л л и у т в е р ж д а е т , ч т о у э т и х ф и г у р н а й д е т с я о б щ а я т о ч к а . 

4 . Н а п л о с к о с т и о т м е ч е н о n т о ч е к т а к , ч т о л ю б ы е т р и и з н и х 
м о ж н о п о к р ы т ь к р у г о м р а д и у с а 1. Д о к а ж и т е , ч т о в с е n т о ч е к м о ж н о 
п о к р ы т ь к р у г о м р а д и у с а 1. 

5. Д о к а ж и т е , ч т о в н у т р и л ю б о г о в ы п у к л о г о 7 - у г о л ь н и к а е с т ь 
т о ч к а , н е п р и н а д л е ж а щ а я н и о д н о м у и з ч е т ы р е х у г о л ь н и к о в , обра¬
з о в а н н ы х ч е т в е р к а м и е г о п о д р я д и д у щ и х в е р ш и н . 

6. Н а п л о с к о с т и о т м е ч е н о n т о ч е к . Д о к а ж и т е , ч т о н а й д е т с я та¬
к а я ( н е о б я з а т е л ь н о о т м е ч е н н а я ) т о ч к а M, ч т о л ю б а я п р я м а я l , про¬
х о д я щ а я ч е р е з M, д е л и т п л о с к о с т ь н а ч а с т и , в к а ж д о й и з к о т о р ы х 
н е м е н е е n / 3 о т м е ч е н н ы х т о ч е к . ( Т о ч к и н а г р а н и ц е в к л ю ч а ю т с я в 
о б е ч а с т и . ) 

Замощения и разбиения. Замощение — п о к р ы т и е б е з п е р е к р ы т и й , 
к а к п р а в и л о , о д и н а к о в ы м и ф и г у р а м и . Разбиение — п р е д с т а в л е н и е 
м н о ж е с т в а в в и д е о б ъ е д и н е н и я н е п е р е с е к а ю щ и х с я п о д м н о ж е с т в . 
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7. З а к а к о е н а и м е н ь ш е е к о л и ч е с т в о в ы с т р е л о в м о ж н о с г а р а н т и ¬
е й п о д б и т ь ч е т ы р е х к л е т о ч н ы й к о р а б л ь п р и и г р е в м о р с к о й б о й ? 

8. Н а к л е т ч а т о й б у м а г е д а н ы п р о и з в о л ь н ы е n к л е т о к . Д о к а ж и т е , 
ч т о с р е д и н и х м о ж н о в ы б р а т ь н е м е н ь ш е n / 4 к л е т о к , н е и м е ю щ и х 
о б щ и х т о ч е к . 

9. К в а д р а т н а я п л о щ а д ь р а з м е р о м 100 х 100 в ы л о ж е н а к в а д р а т 
н ы м и п л и т а м и 1 х 1 ч е т ы р е х ц в е т о в : б е л о г о , к р а с н о г о , ч е р н о г о и 
с е р о г о ——так, ч т о н и к а к и е д в е п л и т ы о д и н а к о в о г о ц в е т а н е с о п р и к а ¬
с а ю т с я д р у г с д р у г о м (т. е. н е и м е ю т о б щ е й с т о р о н ы и л и в е р ш и н ы ) . 
С к о л ь к о м о ж е т б ы т ь к р а с н ы х п л и т ? 

И Г Р Ы 

З а д а ч и н а и г р ы ч а с т о в с т р е ч а ю т с я н а о л и м п и а д а х . К а к п р а в и л о , 
и г р а ю т д в о е и г р о к о в и т р е б у е т с я о п р е д е л и т ь , к т о и з н и х в ы и г р а ¬
е т в н е з а в и с и м о с т и от и г р ы п р о т и в н и к а . Т а к и м о б р а з о м , м о ж н о 
с ч и т а т ь , ч т о и г р о к и играют наилучшим образом. О с н о в н ы е и д е и 
д о к а з а т е л ь с т в а ч ь е й - т о п о б е д ы и л и н и ч е й н о г о и с х о д а ——идеи соот¬
в е т с т в и я , р е ш е н и я с к о н ц а и п е р е д а ч и х о д а . Т е м н е м е н е е , р е ш е н и я 
з а д а ч н а и г р ы н е о г р а н и ч и в а ю т с я э т и м и и д е я м и и и х к о м б и н а ¬
ц и я м и . 

Соответствие. Н а л и ч и е у д а ч н о г о о т в е т н о г о х о д а ( м о ж е т обес¬
п е ч и в а т ь с я с и м м е т р и е й , р а з б и е н и е м н а п а р ы , д о п о л н е н и е м ч и с л а ) 
о п р е д е л я е т в ы и г р ы ш н у ю с т р а т е г и ю . 

1. Д в о е к л а д у т п о о ч е р е д и п я т а к и н а к р у г л ы й с т о л . П р о и г р ы в а ¬
е т тот , к т о н е с м о ж е т п о л о ж и т ь о ч е р е д н о й п я т а к . К т о и з и г р о к о в 
м о ж е т о б е с п е ч и т ь с е б е п о б е д у в н е з а в и с и м о с т и от и г р ы п р о т и в н и ¬
к а ? 

2. В к р а й н и х к л е т к а х п о л о с к и 1 х 20 с т о я т б е л а я и ч е р н а я шаш¬
к и . Д в о е п о о ч е р е д и п е р е д в и г а ю т с в о ю ш а ш к у н а о д н у и л и д в е 
к л е т к и в п е р е д и л и н а з а д , е с л и э т о в о з м о ж н о ( п е р е п р ы г и в а т ь ч е р е з 
ш а ш к у н е л ь з я ) . П р о и г р ы в а е т тот , к т о н е м о ж е т д в и н у т ь с в о ю шаш¬
ку. К а к с л е д у е т и г р а т ь н а ч и н а ю щ е м у , ч т о б ы в ы и г р а т ь ? 

Решение с конца. П о с л е д о в а т е л ь н о о п р е д е л я ю т с я п о з и ц и и , вы¬
и г р ы ш н ы е и п р о и г р ы ш н ы е д л я н а ч и н а ю щ е г о . О ч е р е д н а я п о з и ц и я 
я в л я ю т с я в ы и г р ы ш н о й , е с л и и з н е е м о ж н о п о л у ч и т ь р а н е е о п р е -
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д е л е н н у ю п р о и г р ы ш н у ю п о з и ц и ю , и я в л я е т с я п р о и г р ы ш н о й , е с л и 
л ю б о й ход и з н е е в е д е т к п о п а д а н и ю в р а н е е о п р е д е л е н н у ю выиг¬
р ы ш н у ю п о з и ц и ю . 

3. И м е е т с я к у ч а и з n с п и ч е к . Д в о е и г р о к о в п о о ч е р е д и б е р у т о т 
1 д о 10 с п и ч е к . В ы и г р ы в а е т в з я в ш и й п о с л е д н ю ю с п и ч к у . П р и к а к и х 
n н а ч и н а ю щ и й в ы и г р ы в а е т в н е з а в и с и м о с т и от и г р ы п р о т и в н и к а ? 

4 . Х р о м о й ф е р з ь с т о и т н а п о л е h7. Д в о е п о о ч е р е д и д в и г а ю т е г о 
с о г л а с н о ш а х м а т н ы м п р а в и л а м , н о т о л ь к о л и б о в л е в о , л и б о в н и з , 
л и б о в л е в о - в н и з . П р о и г р ы в а е т тот , к т о н е м о ж е т с д е л а т ь ход . К т о 
в ы и г р а е т п р и п р а в и л ь н о й и г р е ? 

Передача хода. Е с л и м ы м о ж е м в о с п о л ь з о в а т ь с я с т р а т е г и е й про¬
т и в н и к а , т о н а ш и д е л а н е х у ж е , ч е м у н е г о . Н а п р и м е р , в ы и г р ы ш 
( и л и н и ч ь я ) о б е с п е ч и в а е т с я , к о г д а м о ж н о п о с в о е м у ж е л а н и ю по¬
п а с т ь в н е к о т о р у ю п о з и ц и ю л и б о з а с т а в и т ь п р о т и в н и к а п о п а с т ь в 
н е е . 

5. П р и и г р е в д в о й н ы е ш а х м а т ы к а ж д ы й и г р о к д е л а е т п о д в а 
х о д а п о д р я д . П р о и г р ы в а е т п о л у ч и в ш и й м а т л и б о тот , у к о г о с ъ е л и 
к о р о л я . Д о к а ж и т е , ч т о у ч е р н ы х н е т в ы и г р ы ш н о й с т р а т е г и и . 

6. П р и и г р е в к р е с т и к и - н о л и к и н а б е с к о н е ч н о й д о с к е д в о е п о 
о ч е р е д и с т а в я т к р е с т и к и и н о л и к и . В ы и г р ы в а е т тот , к т о п е р в ы й 
п о с т а в и т п я т ь з н а к о в п о д р я д . Д о к а ж и т е , ч т о у н о л и к о в о т с у т с т в у е т 
в ы и г р ы ш н а я с т р а т е г и я . 

Г Р А Ф Ы 

Во м н о г и х с и т у а ц и я х у д о б н о и з о б р а ж а т ь о б ъ е к т ы т о ч к а м и , а 
с в я з и м е ж д у н и м и — л и н и я м и и л и с т р е л к а м и . Т а к о й с п о с о б п р е д 
с т а в л е н и я н а з ы в а е т с я графом. Н а п р и м е р , с х е м а м е т р о — э т о г р а ф . 
Т о ч к и н а з ы в а ю т вершинами г р а ф а , а л и н и и — р е б р а м и . 

1. В у г л а х ш а х м а т н о й д о с к и 3 х 3 с т о я т 4 к о н я : 2 б е л ы х (в с о с е д 
н и х у г л а х ) и д в а ч е р н ы х . М о ж н о л и з а н е с к о л ь к о х о д о в ( п о ш а х м а т ¬
н ы м п р а в и л а м ) п е р е с т а в и т ь к о н е й т а к , ч т о б ы в л ю б о й п а р е сосед¬
н и х у г л о в с т о я л и к о н и р а з н о г о ц в е т а ? 

2. В ы п и ш и т е в р я д ц и ф р ы о т 1 д о 9 т а к , ч т о б ы л ю б о е ч и с л о , со¬
с т а в л е н н о е и з д в у х с о с е д н и х ц и ф р , д е л и л о с ь л и б о н а 7, л и б о н а 13. 
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3. М о ж н о л и с о е д и н и т ь 7 т е л е ф о н о в т а к , ч т о б ы к а ж д ы й и з н и х 
б ы л с о е д и н е н р о в н о с т р е м я д р у г и м и ? 

Обход графов. В е р ш и н у г р а ф а н а з ы в а ю т четной, е с л и и з н е е 
в ы х о д и т ч е т н о е ч и с л о р е б е р . Г р а ф н а з ы в а ю т четнъм, е с л и у н е г о 
в с е в е р ш и н ы ч е т н ы е , связнъм — е с л и м е ж д у л ю б ы м и в е р ш и н а м и 
с у щ е с т в у е т п у т ь , с о с т о я щ и й и з р е б е р г р а ф а . 

П р и р е ш е н и и м н о г и х о л и м п и а д н ы х з а д а ч и с п о л ь з у ю т с я следую¬
щ и е у т в е р ж д е н и я , о т н о с я щ и е с я к о б х о д у р е б е р г р а ф а : 

• е с л и в г р а ф е б о л ь ш е д в у х н е ч е т н ы х в е р ш и н , т о п р а в и л ь н ы й 
о б х о д (т. е . п о с л е д о в а т е л ь н ы й п у т ь п о в е р ш и н а м , с о е д и н е н н ы м 
р е б р а м и , п р о х о д я щ и й п о к а ж д о м у р е б р у р о в н о о д и н р а з ) т а к о г о 
г р а ф а н е в о з м о ж е н ; 

• д л я в с я к о г о ч е т н о г о с в я з н о г о г р а ф а с у щ е с т в у е т п р а в и л ь н ы й об¬
ход , к о т о р ы й м о ж н о н а ч а т ь с л ю б о й в е р ш и н ы и к о т о р ы й обяза¬
т е л ь н о к о н ч а е т с я в т о й ж е в е р ш и н е , с к о т о р о й н а ч а л с я ; 

• е с л и в с в я з н о м г р а ф е р о в н о д в е н е ч е т н ы е в е р ш и н ы , т о существу¬
е т п р а в и л ь н ы й о б х о д , п р и ч е м в о д н о й и з н и х о н н а ч и н а е т с я , а в 
д р у г о й ——кончается. 

4 . В с т р а н е Р а д о н е ж и и н е к о т о р ы е г о р о д а с в я з а н ы м е ж д у с о б о й 
а в и а л и н и я м и . И з с т о л и ц ы в ы х о д и т 1985 а в и а л и н и й , и з г о р о д а Даль¬
н е г о о д н а , а и з о с т а л ь н ы х г о р о д о в ——по 20 л и н и й . Д о к а ж и т е , ч т о и з 
с т о л и ц ы м о ж н о д о б р а т ь с я д о Д а л ь н е г о . 

5. П о с л е д о в а т е л ь н о с т ь и з 36 н у л е й и е д и н и ц н а ч и н а е т с я с пя¬
т и н у л е й . С р е д и п я т е р о к п о д р я д с т о я щ и х ц и ф р в с т р е ч а ю т с я в с е 32 
в о з м о ж н ы е к о м б и н а ц и и . Н а й д и т е п я т ь п о с л е д н и х ц и ф р п о с л е д о в а ¬
т е л ь н о с т и . 

Формула Эйлера. Г р а ф н а з ы в а е т с я планарнъм, е с л и о н м о ж е т 
б ы т ь н а р и с о в а н н а п л о с к о с т и т а к , ч т о е г о р е б р а н е п е р е с е к а ю т с я . 
Д л я п л а н а р н о г о г р а ф а в е р н а ф о р м у л а Э й л е р а В + Г — Р = 2, г д е В — 
ч и с л о в е р ш и н г р а ф а , Р ——число р е б е р , а Г ——число г р а н е й , т о е с т ь 
о б л а с т е й п л о с к о с т и ( в к л ю ч а я б е с к о н е ч н у ю ) , о г р а н и ч е н н ы х ребра¬
м и г р а ф а . 

6. С у щ е с т в у е т л и в ы п у к л ы й м н о г о г р а н н и к , в с е г р а н и которо¬
г о ——семиугольники? 
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Лемма Холла о паросочетаниях. Г р а ф н а з ы в а е т с я двудольнъм, 
е с л и е г о в е р ш и н ы м о ж н о р а з б и т ь н а д в а м н о ж е с т в а т а к , ч т о вер¬
ш и н ы к а ж д о г о и з э т и х м н о ж е с т в с о е д и н е н ы р е б р а м и т о л ь к о с вер¬
ш и н а м и д р у г о г о м н о ж е с т в а . Л е м м а Х о л л а у т в е р ж д а е т , ч т о е с л и в 
д в у д о л ь н о м г р а ф е д л я л ю б о г о ч и с л а k л ю б ы е k в е р ш и н и з о д н о й 
д о л и с о е д и н е н ы п о к р а й н е й м е р е с k в е р ш и н а м и д р у г о й д о л и , т о 
в е р ш и н ы г р а ф а м о ж н о р а з б и т ь н а п а р ы , с о е д и н е н н ы е р е б р а м и . 

7. 100 з а м о в п о л у ч и л и в з ы с к а н и я о т 100 з а в о в . П р и э т о м к а ж д ы й 
з а в н а л о ж и л п о о д н о м у в з ы с к а н и ю н а 15 з а м о в , а к а ж д ы й з а м по¬
л у ч и л п о о д н о м у в з ы с к а н и ю о т 15 з а в о в . Д о к а ж и т е , ч т о д и р е к т о р 
м о ж е т с н я т ь ч а с т ь в з ы с к а н и й т а к , ч т о у к а ж д о г о з а м а о с т а н е т с я 
п о о д н о м у в з ы с к а н и ю , и в с е в з ы с к а н и я будут н а л о ж е н ы р а з н ы м и 
з а в а м и . 

8. Е д и н и ч н ы й к в а д р а т K р а з б и т н а n ч а с т е й р а в н о й п л о щ а д и 
д в у м я с п о с о б а м и : K = Аг и... и An = Бг и... и B n . Д о к а ж и т е , ч т о м о ж 
н о в б и т ь n г в о з д е й т а к , ч т о б ы в с е At и в с е Bt б ы л и б ы п р и б и т ы . 

9. В к л е т ч а т о м к у б е n х n х n в п е р в ы х k с л о я х с т о я т nk л а д е й , 
н е б ь ю щ и х д р у г д р у г а ( л а д ь я б ь е т в д о л ь т р е х н а п р а в л е н и й , парал¬
л е л ь н ы х о с я м к о о р д и н а т ) . Д о к а ж и т е , ч т о и х м о ж н о д о п о л н и т ь д о 
р а с с т а н о в к и n2 л а д е й в о в с е м к у б е , н е б ь ю щ и х д р у г д р у г а . 

Метод минимального контрпримера и спуск в графах. П р и 
р е ш е н и и м н о г и х з а д а ч и с п о л ь з у е т с я т а к н а з ы в а е м ы й м е т о д ми¬
н и м а л ь н о г о к о н т р п р и м е р а ( и л и п р а в и л о к р а й н е г о ; с м . с. 13), 
к о т о р ы й з а к л ю ч а е т с я в с л е д у ю щ е м . П р е д п о л о ж и м , ч т о н а д о до¬
к а з а т ь , ч т о н е к о й « б я к и » — о б ъ е к т а , у д о в л е т в о р я ю щ е г о н е к о т о р ы м 
с в о й с т в а м , ——не с у щ е с т в у е т . П р е д п о л о ж и м п р о т и в н о е . Тогда най¬
д е т с я (в н е к о т о р о м с м ы с л е ) м и н и м а л ь н а я « б я к а » — м и н и м а л ь н ы й 
контрпример. П о с л е ч е г о с т р о я т е щ е « м е н ь ш и й » к о н т р п р и м е р и 
п о л у ч а ю т п р о т и в о р е ч и е . П о н я т и е « м е н ь ш е » п о д б и р а е т с я в процес¬
с е д о к а з а т е л ь с т в а . О с о б е н н о р а с п р о с т р а н е н т а к о й м е т о д р е ш е н и я 
в з а д а ч а х н а г р а ф ы . П р и э т о м о б ы ч н о в е д е т с я и н д у к ц и я с п е р в а п о 
ч и с л у в е р ш и н , п о т о м п о ч и с л у р е б е р . 

10. В к а ж д ы й г о р о д в е д е т 3 д о р о г и : к р а с н а я , с и н я я и б е л а я . В 
з а в и с и м о с т и о т ц в е т о в в х о д я щ и х д о р о г , с ч и т а я п о ч а с о в о й с т р е л к е , 
г о р о д а р а з д е л я ю т с я н а д в а т и п а — К С Б и К Б С . Д о к а ж и т е , ч т о раз¬
н о с т ь к о л и ч е с т в г о р о д о в р а з н ы х т и п о в д е л и т с я н а 4. 
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11. Д о к а ж и т е , ч т о к а ж д у ю к а р т у м о ж н о п р а в и л ь н о (т. е . т а к , ч т о 
г р а н и ч а щ и е с т р а н ы о к р а ш е н ы в р а з н ы е ц в е т а ) п о к р а с и т ь в п я т ь 
ц в е т о в . 

Теорема Рамсея. П у с т ь з а д а н ы д в а н а т у р а л ь н ы х ч и с л а m и n . Тео¬
р е м а Р а м с е я у т в е р ж д а е т , ч т о н а й д е т с я т а к о е м и н и м а л ь н о е ч и с л о 
r ( m , n ) , ч т о в к о м п а н и и и з r ( m , n) ч е л о в е к н а й д е т с я л и б о m по¬
п а р н о з н а к о м ы х , л и б о n п о п а р н о н е з н а к о м ы х . Н а х о ж д е н и е э т о й 
в е л и ч и н ы д л я к о н к р е т н ы х m и n я в л я е т с я с л о ж н о й м а т е м а т и ч е с к о й 
п р о б л е м о й , н е р е ш е н н о й д а ж е д л я м а л ы х з н а ч е н и й m и n. 

12. Д о к а ж и т е , ч т о с р е д и п я т и ч е л о в е к м о ж е т н е н а й т и с ь н и т р е х 
п о п а р н о з н а к о м ы х , н и т р е х п о п а р н о н е з н а к о м ы х . 

13. Д о к а ж и т е , ч т о с р е д и л ю б ы х ш е с т и ч е л о в е к н а й д е т с я л и б о 
т р о е п о п а р н о з н а к о м ы х , л и б о т р о е п о п а р н о н е з н а к о м ы х . 

14. Д о к а ж и т е , ч т о с р е д и л ю б ы х д е с я т и ч е л о в е к н а й д е т с я л и б о 
ч е т в е р о п о п а р н о з н а к о м ы х , л и б о т р о е п о п а р н о н е з н а к о м ы х . 

15. Д о к а ж и т е т е о р е м у Р а м с е я . 

А Л Г Е Б Р А И Н А Ч А Л А А Н А Л И З А 

Симметрическая группа. П у с т ь у н а с е с т ь n р а з л и ч н ы х э л е м е н ¬
т о в , п о с т а в л е н н ы х в р я д . М ы м о ж е м п е р е с т а в и т ь и х , т. е. п е р в ы й 
э л е м е н т п о й д е т н а м е с т о с н о м е р о м а ъ в т о р о й н а м е с т о с н о м е р о м 
a 2 и т. д . Е с л и п р и м е н и т ь д в е п е р е с т а н о в к и п о д р я д , т о п о л у ч и т с я 
н о в а я п е р е с т а н о в к а . Т а к и м о б р а з о м , п е р е с т а н о в к и м о ж н о п е р е м н о ¬
ж а т ь . О к а з ы в а е т с я , э т о у м н о ж е н и е о б л а д а е т с в о й с т в о м а с с о ц и а т и в ¬
н о с т и , б о л е е т о г о , д л я к а ж д о й п е р е с т а н о в к и е с т ь о б р а т н а я , возвра¬
щ а ю щ а я э л е м е н т ы н а м е с т о . В а л г е б р е о б ъ е к т ы с т а к и м и с в о й с т в а ¬
м и н а з ы в а ю т с я группами. Г р у п п а п е р е с т а н о в о к , и л и , п о - д р у г о м у , 
симметрическая группа, и г р а е т в а ж н у ю р о л ь в м а т е м а т и к е . 

О ч е в и д н о , л ю б у ю п е р е с т а н о в к у м о ж н о п о л у ч и т ь , последо¬
в а т е л ь н о м е н я я м е с т а м и п а р ы э л е м е н т о в ( т а к а я п е р е с т а н о в к а 
н а з ы в а е т с я транспозицией). Б у д е м г о в о р и т ь , ч т о п е р е с т а н о в к а 
четная, е с л и о н а п о л у ч а е т с я в р е з у л ь т а т е п р о и з в е д е н и я ч е т н о г о 
ч и с л а т р а н с п о з и ц и й , и нечетная, е с л и о н а п о л у ч а е т с я в р е з у л ь т а т е 
п р о и з в е д е н и я н е ч е т н о г о ч и с л а т р а н с п о з и ц и й . О к а з ы в а е т с я , ч т о 
т а к о е о п р е д е л е н и е к о р р е к т н о (т. е. п е р е с т а н о в к а н е м о ж е т б ы т ь 
о д н о в р е м е н н о ч е т н о й и н е ч е т н о ) , а з н а ч и т , в е р е н с л е д у ю щ и й ф а к т : 
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п р о и з в е д е н и е д в у х ч е т н ы х п е р е с т а н о в о к ч е т н о , п р о и з в е д е н и е д в у х 
н е ч е т н ы х п е р е с т а н о в о к ч е т н о , п р о и з в е д е н и е ч е т н о й и н е ч е т н о й 
п е р е с т а н о в о к н е ч е т н о . 

1. Д а н о n м а г н и т о ф о н н ы х к а т у ш е к , н а к о т о р ы е н а м о т а н ы л е н т ы 
к р а с н ы м и к о н ц а м и н а р у ж у , и о д н а п у с т а я к а т у ш к а . М о ж н о л и пере¬
м о т а т ь в с е л е н т ы т а к , ч т о б ы к а ж д а я о к а з а л а с ь н а с в о е й к а т у ш к е , н о 
к р а с н ы м к о н ц о м в н у т р ь ? ( П е р е м а т ы в а т ь м о ж н о с л ю б о й к а т у ш к и 
н а п у с т у ю в д а н н ы й м о м е н т к а т у ш к у , п р и э т о м н а р у ж н ы й к о н е ц 
с т а н о в и т с я в н у т р е н н и м , и н а о б о р о т ) . 

2. М о ж н о л и в и г р е «в 15» п о л у ч и т ь т а к у ю р а с с т а н о в к у , ч т о 1 и 2 
п о м е н я н ы м е с т а м и , а о с т а л ь н ы е ч и с л а с т о я т н а с в о и х м е с т а х ? 

3. Г о л о в о л о м к а п р е д с т а в л я е т с о б о й д в а ц и к л а и з 8 ш а р и к о в каж¬
д ы й , и м е ю щ и х о д и н о б щ и й ш а р и к . М о ж н о п р о в о р а ч и в а т ь к а ж д ы й 
ц и к л . М о ж н о л и д о б и т ь с я п р о и з в о л ь н о г о р а с п о л о ж е н и я ш а р и к о в ? 

Последовательности. П о с л е д о в а т е л ь н о с т ь — э т о ф у н к ц и я , задан¬
н а я н а м н о ж е с т в е н а т у р а л ь н ы х ч и с е л . И з у ч е н и е п о с л е д о в а т е л ь н о ¬
с т е й н е т о л ь к о п р е д с т а в л я е т с о б о й ц е н н о с т ь с а м о п о с е б е , н о и 
с л у ж и т и н с т р у м е н т о м д л я и с с л е д о в а н и я ф у н к ц и й . 

4 . Д а н а п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь an. И з в е с т н о , ч т о п р и в с е х ц е л ы х 
m = n в е л и ч и н а an — am д е л и т с я н а n — m и , к р о м е т о г о , an < P (n) 
п р и в с е х n д л я н е к о т о р о г о м н о г о ч л е н а P. Д о к а ж и т е , ч т о an = Q ( n ) 
п р и в с е х n д л я н е к о т о р о г о м н о г о ч л е н а Q. 

Функциональные уравнения. Ф у н к ц и о н а л ь н ы е у р а в н е н и я встре¬
ч а ю т с я н а о л и м п и а д а х в ы с о к о г о у р о в н я . Т р е б у е т с я н а й т и н е и з в е с т ¬
н у ю ф у н к ц и ю п о у р а в н е н и ю н а н е е п р и н е к о т о р ы х п е р е м е н н ы х 
з н а ч е н и я х а р г у м е н т а . О с о б е н н у ю т р у д н о с т ь п р е д с т а в л я ю т функци¬
о н а л ь н ы е у р а в н е н и я , г д е п р о ф у н к ц и ю н е и з в е с т н о , я в л я е т с я л и о н а 
н е п р е р ы в н о й . О с н о в н о й п о д х о д к р е ш е н и ю т а к и х у р а в н е н и й з а к л ю ¬
ч а е т с я в т о м , ч т о , п о д с т а в л я я н е т р и в и а л ь н о з а в и с я щ и е п е р е м е н ¬
н ы е , у д а е т с я н а й т и з н а ч е н и я ф у н к ц и и в н а ч а л е в н е с к о л ь к и х «клю¬
ч е в ы х » т о ч к а х ( н а п р и м е р , 0, 1 ) , а з а т е м и н а в с е й ч и с л о в о й о с и . 

5. У р а в н е н и е f (x + y) = f (x ) + f (y) н а з ы в а е т с я уравнением 
Коши. Р е ш и т е у р а в н е н и е К о ш и , е с л и ф у н к ц и я f: а ) н е п р е р ы в н а ; 
б) о г р а н и ч е н а . 
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6. Р е ш и т е ф у н к ц и о н а л ь н о е у р а в н е н и е f (x + y) = f ( x ) f (y) в 
н е п р е р ы в н ы х ф у н к ц и я х . 

7*. Р е ш и т е в н е п р е р ы в н ы х ф у н к ц и я х ф у н к ц и о н а л ь н о е у р а в н е 
н и е F (x + y) = H ( x ) + G( x ) K ( y ) . 

Использование теоремы о промежуточном значении. Т е о р е м а о 
п р о м е ж у т о ч н о м з н а ч е н и и у т в е р ж д а е т , ч т о н е п р е р ы в н а я н а о т р е з к е 
[a ; b] ф у н к ц и я f ( x ) п р и н и м а е т н а э т о м о т р е з к е в с я к о е з н а ч е н и е , 
з а к л ю ч е н н о е м е ж д у f (a) и f ( b ) . 

8. Д о к а ж и т е , ч т о н е п р е р ы в н о е о т о б р а ж е н и е о т р е з к а в с е б я име¬
е т н е п о д в и ж н у ю т о ч к у . 

9. Н а п л о с к о с т и н а р и с о в а н м н о г о у г о л ь н и к M и п р я м а я l . Д о 
к а ж и т е , ч т о н а й д е т с я п р я м а я , п а р а л л е л ь н а я l , д е л я щ а я M н а д в е 
р а в н о в е л и к и е ч а с т и . 

10. Д а н ы д в е ф и г у р ы н а п л о с к о с т и («хлеб» и « м а с л о » ) . Д о к а ж и ¬
т е , ч т о н а й д е т с я п р я м о л и н е й н ы й р а з р е з , д е л я щ и й « х л е б » и « м а с л о » 
п о п о л а м . ( А н а л о г и ч н о в п р о с т р а н с т в е н а й д е т с я п л о с к о с т ь , д е л я щ а я 
п о п о л а м т р и т е л а ——«хлеб», « м а с л о » и « в е т ч и н у » . Э т о у т в е р ж д е н и е 
п р е д с т а в л я е т с о б о й з н а м е н и т у ю теорему о сэндвиче с ветчиной.) 

11. Н а о т р е з к е [ 0 , 1 ] з а д а н а н е п р е р ы в н а я ф у н к ц и я f т а к а я , ч т о 
f (0) = f ( 1 ) . Д л я к а к и х п о л о ж и т е л ь н ы х a о б е с п е ч е н о н а л и ч и е г о р и 
з о н т а л ь н о й х о р д ы г р а ф и к а д л и н ы р о в н о a? ( О т в е т : a = 1/2k, г д е k — 
н а т у р а л ь н о е . ) 

С м . т а к ж е з а д а ч у п р о в о з ы ( р а з д е л « Ф а з о в о е п р о с т р а н с т в о » , за¬
д а ч а 3 ) . 

Дискретная непрерывность. Д л я д и с к р е т н ы х ф у н к ц и й е с т ь ана¬
л о г т е о р е м ы о п р о м е ж у т о ч н о м з н а ч е н и и . Е с л и н е к о т о р а я дискр ет ¬
н а я в е л и ч и н а и з м е н я е т с я ( у в е л и ч и в а е т с я и л и у м е н ь ш а е т с я ) т о л ь к о 
н а 1, т о п р и п е р е х о д е о т о д н о г о з н а ч е н и я к д р у г о м у э т а в е л и ч и н а 
п р и н и м а е т в с е п р о м е ж у т о ч н ы е ц е л ы е з н а ч е н и я . 

12. В р я д с т о я т 30 с а п о г : 15 л е в ы х и 15 п р а в ы х . Д о к а ж и т е , ч т о 
с р е д и н е к о т о р ы х д е с я т и п о д р я д с т о я щ и х с а п о г л е в ы х и п р а в ы х по¬
р о в н у . 

13. Н а п л о с к о с т и л е ж а т 100 т о ч е к . Д о к а ж и т е , ч т о с у щ е с т в у е т пря¬
м а я , п о к а ж д у ю с т о р о н у о т к о т о р о й л е ж и т р о в н о 50 и з э т и х т о ч е к . 
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Идея компактности. Комбинаторная компактность. П р о с т р а н ¬
с т в о , н а к о т о р о м н е к о т о р ы м о б р а з о м о п р е д е л е н о п о н я т и е расстоя¬
н и я , н а з ы в а е т с я компактнъм, е с л и и з л ю б о й п о с л е д о в а т е л ь н о с т и 
т о ч е к э т о г о п р о с т р а н с т в а м о ж н о в ы д е л и т ь с х о д я щ у ю с я п о д п о с л е д о ¬
в а т е л ь н о с т ь (т. е. п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь , д л я к о т о р о й н а й д е т с я т а к а я 
т о ч к а п р о с т р а н с т в а , ч т о д л я л ю б о г о с к о л ь у г о д н о м а л о г о расстоя¬
н и я s р а с с т о я н и е от э т о й т о ч к и д о л ю б о г о ч л е н а п о с л е д о в а т е л ь н о 
с т и б у д е т м е н ь ш е s) . С в о й с т в о к о м п а к т н о с т и п о м о г а е т в р е ш е н и и 
р а з н о о б р а з н ы х з а д а ч . О с н о в н ы е м о м е н т ы ——это в в е с т и н у ж н ы м об¬
р а з о м п о н я т и е р а с с т о я н и я и д о к а з а т ь , ч т о р а с с м а т р и в а е м о е с э т и м 
р а с с т о я н и е м п р о с т р а н с т в о я в л я е т с я к о м п а к т н ы м . 

14. Д о к а ж и т е , ч т о и з л ю б о й п о с л е д о в а т е л ь н о с т и ч и с е л , лежа¬
щ и х м е ж д у 0 и 1, м о ж н о и з в л е ч ь с х о д я щ у ю с я п о д п о с л е д о в а т е л ь ¬
н о с т ь . 

15. Д о к а ж и т е , ч т о и з л ю б о й п о с л е д о в а т е л ь н о с т и т о ч е к е д и н и ч ¬
н о г о а ) к в а д р а т а ; б) к у б а м о ж н о и з в л е ч ь с х о д я щ у ю с я п о д п о с л е д о ¬
в а т е л ь н о с т ь . 

16. И з в е с т н о , ч т о к а ж д у ю к о н е ч н у ю к а р т у н а п л о с к о с т и м о ж н о 
п р а в и л ь н о (т. е . т а к , ч т о г р а н и ч а щ и е с т р а н ы о к р а ш е н ы в р а з н ы е 
ц в е т а ) р а с к р а с и т ь в 4 ц в е т а . Д о к а ж и т е , ч т о п р а в и л ь н о р а с к р а с и т ь 
в 4 ц в е т а м о ж н о л ю б у ю к а р т у . 

17. В б е с к о н е ч н о м п а р л а м е н т е у к а ж д о г о п а р л а м е н т а р и я н е б о 
л е е 3 в р а г о в . Д о к а ж и т е , ч т о п а р л а м е н т м о ж н о р а з б и т ь н а д в е пала¬
т ы т а к , ч т о у к а ж д о г о п а р л а м е н т а р и я б у д е т н е б о л е е о д н о г о в р а г а в 
с в о е й п а л а т е . 

18. И з в е с т н о , ч т о ч е л о в е ч е с т в о ж и в е т в е ч н о , а ч и с л о л ю д е й в 
к а ж д о м п о к о л е н и и к о н е ч н о . Д о к а ж и т е , ч т о н а й д е т с я б е с к о н е ч н а я 
п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь м у ж ч и н , в к о т о р о й к а ж д ы й я в л я е т с я п р е д к о м 
и л и п о т о м к о м л ю б о г о д р у г о г о . 

19. Д о к а ж и т е , ч т о и з л ю б о й б е с к о н е ч н о й п о с л е д о в а т е л ь н о с т и 
ц е л ы х ч и с е л м о ж н о в ы б р а т ь п о д п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь т а к , ч т о б ы каж¬
д ы й е е ч л е н д е л и л с я н а п р е д ы д у щ и й , и л и т а к , ч т о б ы н и о д и н ч л е н 
н е д е л и л с я н и н а к а к о й д р у г о й . 

Применение к доказательству неравенств. Т а к ж е п о л е з н ы м 
с в о й с т в о м к о м п а к т н ы х п р о с т р а н с т в я в л я е т с я т о , ч т о л ю б а я непре¬
р ы в н а я ф у н к ц и я н а к о м п а к т н о м п р о с т р а н с т в е д о с т и г а е т с в о е г о 
м и н и м у м а и м а к с и м у м а . 
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20. а ) П о к а ж и т е , ч т о и з п о с л е д о в а т е л ь н о с т и 5 - з в е н н ы х л о м а н ы х 
в к р у г е м о ж н о и з в л е ч ь с х о д я щ у ю с я п о д п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь . Пока¬
ж и т е , ч т о в е д и н и ч н о м к р у г е с у щ е с т в у е т 5 - з в е н н а я л о м а н а я м а к с и ¬
м а л ь н о й д л и н ы . 

б) П о к а ж и т е , ч т о с р е д и в с е х n - з в е н н ы х л о м а н ы х , в п и с а н н ы х в 
м н о г о у г о л ь н и к , н а й д е т с я л о м а н а я м а к с и м а л ь н о й д л и н ы . 

21. П у с т ь 0 < x , y , z < 1, x + y + z = 1. Д о к а ж и т е , ч т о п р о и з в е д е 
н и е xyz д о с т и г а е т м а к с и м у м а п р и x = y = z. 

22. П у с т ь m > n. Д о к а ж и т е н е р а в е н с т в о 

r + + ... + \ 1 / m , xn + xn + . . . + xn \ 1 /n 

I k J ^ \ k J ' 
23. ( К о м п а к т н о с т ь в ф у н к ц и о н а л ь н ы х п р о с т р а н с т в а х . ) П у с т ь 

F(X) — в о з р а с т а ю щ а я ф у н к ц и я , о п р е д е л е н н а я н а о т р е з к е [ 0 ; 1 ] . 
И з в е с т н о , ч т о о б л а с т ь е е з н а ч е н и й п р и н а д л е ж и т о т р е з к у [ 0 ; 1] . 
Д о к а ж и т е , ч т о , к а к о в о б ы н и б ы л о н а т у р а л ь н о е n, г р а ф и к ф у н к ц и и 
м о ж н о п о к р ы т ь n п р я м о у г о л ь н и к а м и , с т о р о н ы к о т о р ы х п а р а л л е л ь ¬
н ы о с я м к о о р д и н а т и п л о щ а д ь к а ж д о г о и з к о т о р ы х р а в н а 1 / n 2 . 
С ч и т а й т е ф у н к ц и ю F( X) н е п р е р ы в н о й , и з м е н я ю щ е й с я о т 0 д о 1. 

Контрпримеры в некомпактной ситуации. В с л у ч а е , е с л и про¬
с т р а н с т в о н е к о м п а к т н о , т о н е и з в с я к о й п о с л е д о в а т е л ь н о с т и мож¬
н о в ы б р а т ь с х о д я щ у ю с я п о д п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь . В р е з у л ь т а т е воз¬
н и к а ю т к о н т р п р и м е р ы . П о э т о м у в а ж н о п р о в е р я т ь к о м п а к т н о с т ь 
п р о с т р а н с т в а . 

24. Ф у н к ц и я F ( x ) з а д а н а и н е п р е р ы в н а п р и 0 < x < °°. И з в е с т н о , 
ч т о п р и л ю б о м ф и к с и р о в а н н о м x п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь F (x + N) ^ 0 
п р и N —> N е N . С л е д у е т л и о т с ю д а , ч т о F(x) ^ 0 п р и x —> °°? 

25. Ф у н к ц и я f з а д а н а н а п о л о ж и т е л ь н о й п о л у о с и и н е п р е р ы в н а . 
И з в е с т н о , ч т о д л я к а ж д о г о п о л о ж и т е л ь н о г о x п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь 
f (n • x) с х о д и т с я . В е р н о л и , ч т о с у щ е с т в у е т п р е д е л ф у н к ц и и f (x) н а 
б е с к о н е ч н о с т и ? 

Принцип сжимающих отображений. О т о б р а ж е н и е f м е т р и ч е ¬
с к о г о (с в в е д е н н ы м н а н е м р а с с т о я н и е м ) п р о с т р а н с т в а в с е б я на¬
з ы в а е т с я сжимающим, е с л и н а й д е т с я т а к о е п о л о ж и т е л ь н о е ч и с л о 
Х< 1 , ч т о д л я л ю б ы х т о ч е к x, y р а с с т о я н и е м е ж д у f (x) и f ( y ) н е 
б о л ь ш е р а с с т о я н и я от x д о y , у м н о ж е н н о г о н а А. 

31 



Т Е М Ы 

П р и н ц и п с ж и м а ю щ и х о т о б р а ж е н и й у т в е р ж д а е т , ч т о е с л и про¬
с т р а н с т в о п о л н о е (т. е. в с я к а я ф у н д а м е н т а л ь н а я п о с л е д о в а т е л ь ¬
н о с т ь с х о д и т с я в н е м ) , т о с ж и м а ю щ е е о т о б р а ж е н и е и м е е т един¬
с т в е н н у ю н е п о д в и ж н у ю т о ч к у . 

26. Д в е к а р т ы М о с к в ы , о д н а с б о л е е м е л к и м м а с ш т а б о м , н а л о ж е ¬
н ы д р у г н а д р у г а т а к , ч т о м е н ь ш а я к а р т а л е ж и т ц е л и к о м н а б о л ь ш е й . 
Д о к а ж и т е , ч т о и х м о ж н о п р о т к н у т ь б у л а в к о й т а к , ч т о б ы н а о б е и х 
к а р т а х б ы л а п р о к о л о т а о д н а и т а ж е т о ч к а М о с к в ы . 

Преобразование алгебраических выражений. У м е н и е р а б о т а т ь 
с а л г е б р а и ч е с к и м и в ы р а ж е н и я м и — о д н о и з б а з о в ы х м а т е м а т и ч е ¬
с к и х у м е н и й . О н о п о з в о л я е т б ы с т р е е р е ш а т ь з а д а ч и , п р о р а б а т ы ¬
в а т ь б о л ь ш е е к о л и ч е с т в о п о д х о д о в . У м е н и е б ы с т р о и п р а в и л ь н о 
с ч и т а т ь ——это н а в ы к , к о т о р о г о о ч е н ь с и л ь н о н е д о с т а е т ш к о л ь н и к а м , 
с п е ц и а л и з и р у ю щ и м с я н а о л и м п и а д а х , и з - з а е г о о т с у т с т в и я ч а с т о 
в о з н и к а ю т н е л е п ы е и о б и д н ы е о ш и б к и , п р и в о д я щ и е к п е ч а л ь н ы м 
р е з у л ь т а т а м . 

О с н о в н ы е ф о р м у л ы , и с п о л ь з у ю щ и е с я п р и п р е о б р а з о в а н и и ал¬
г е б р а и ч е с к и х в ы р а ж е н и й : 

a2 - b 2 = (a - b)(a + b ) ; 

an - bn = (a - b)(an-1 + a n - 2 b +... + bn-1); 

a3 + b 3 = (a + b ) ( a 2 - ab + b 2 ) ; 

a 2 f c + 1 + b 2 f c + 1 = (a + b ) ( a 2 f c - a 2 f c - 1 b +... - a b 2 f c - 1 + b 2 f c ) ; 

(a + b)n = an + СУ-1
 b + C2

n a n - 2 b2 + . . . + bn. 

27. Р е ш и т е у р а в н е н и е в ц е л ы х ч и с л а х : 2 n - 3 m = 5. 
28. П у с т ь S = 2009• 2 + 1 + 2010 • 2 + 1 + . . . + 3009• 2 + 1 . Н а й д и т е 

т а к и е ц е л ы е x , y, ч т о x 2 - y 2 = S. 

Тригонометрия. П р и р а б о т е с т р и г о н о м е т р и ч е с к и м и в ы р а ж е н и ¬
я м и ч а с т о и с п о л ь з у ю т с я ф о р м у л ы : 

s i n 2 x + cos 2 x = 1, s in( x + - ^ j = cos x, 

sin 2 x = 2 sin x cos x, cos 2 x = cos 2 x - s i n 2 x, 

• r, „ • a + в a - в 1 2 sin a + sin в = 2 s i l l ^ — c o s — , — ^ - = t g 2 x + 1. 
2 2 cos 2 x 
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П р е о б р а з о в а н и е т р и г о н о м е т р и ч е с к и х в ы р а ж е н и й — т е м а , к о 
т о р у ю м о ж н о р а з б и р а т ь б е с к о н е ч н о . П о э т о м у м ы о г р а н и ч и м с я 
н е б о л ь ш и м к о л и ч е с т в о м з а д а ч . В т о ж е в р е м я э т и з а д а ч и п о з в о л я ю т 
х о р о ш о о ц е н и т ь у р о в е н ь п о д г о т о в к и . 

к 

29. Н а й д и т е ^ ] cos nx. 
n=1 

к 

30. Н а й д и т е ^ ] sin nx . 
n=1 

Т Е О Р И Я Ч И С Е Л 

Делимость и остатки. Д о п у с т и м , н а с и н т е р е с у ю т о с т а т к и о т 
д е л е н и я ч и с е л н а 10 ( п о с л е д н я я ц и ф р а ) . К а к н а й т и п о с л е д н ю ю ц и ф 
р у п р о и з в е д е н и я д в у х ч и с е л ? Д о с т а т о ч н о п е р е м н о ж и т ь п о с л е д н и е 
ц и ф р ы с о м н о ж и т е л е й и в з я т ь п о с л е д н ю ю ц и ф р у р е з у л ь т а т а . А н а л о 
г и ч н а я т е о р е м а в е р н а д л я л ю б о г о д е л и т е л я : о с т а т о к п р о и з в е д е н и я 
и л и с у м м ы д в у х ч и с е л о п р е д е л я е т с я о с т а т к а м и э т и х ч и с е л — э т о с о 
з д а е т « а р и ф м е т и к у о с т а т к о в » . 

О с т а т о к м о ж е т в ы с т у п а т ь в р о л и и н в а р и а н т а ( н а п р и м е р , оста¬
т о к от д е л е н и я н а 9 в з а д а ч а х п р о с у м м у ц и ф р ) . 

1. К а м н и л е ж а т в т р е х к у ч к а х : в о д н о й — 51 к а м е н ь , в о в т о р о й — 
49 к а м н е й , в т р е т ь е й — 5 к а м н е й . Р а з р е ш а е т с я о б ъ е д и н я т ь 2 к у ч к и 
в одну , а т а к ж е р а з д е л я т ь к у ч к у , с о с т о я щ у ю и з ч е т н о г о к о л и ч е с т в а 
к а м н е й , н а д в е р а в н ы е . М о ж н о л и п о л у ч и т ь 105 к у ч е к п о о д н о м у 
к а м н ю ? 

2. Д о к а ж и т е , ч т о с у щ е с т в у е т б е с к о н е ч н о м н о г о ч и с е л , к о т о р ы е 
н е п р е д с т а в и м ы в в и д е с у м м ы д в у х к в а д р а т о в . 

3. Д о к а ж и т е , ч т о ч и с л о , в д е с я т и ч н о й з а п и с и к о т о р о г о участву¬
ю т т р и е д и н и ц ы и н е с к о л ь к о н у л е й , н е м о ж е т б ы т ь к в а д р а т о м . 

4 . Р е ш и т е в ц е л ы х ч и с л а х : а ) x2 — 4 y = 3, б ) x 2 — 3 y 2 = 8. 
5. Н а с к о л ь к о н у л е й о к а н ч и в а е т с я ч и с л о 1 • 2 • 3 • . . . • 98 • 99 • 100? 
6. Н и о д н о и з д в а д ц а т и д а н н ы х ч и с е л н е д е л и т с я н а 5. Д о к а ж и т е , 

ч т о с у м м а д в а д ц а т ы х с т е п е н е й э т и х ч и с е л д е л и т с я н а 5. 
7. Д о к а ж и т е , ч т о ч и с л о N3 — N д е л и т с я н а 3 п р и л ю б о м н а т у р а л ь 

н о м N. 
8. В е р н о л и , ч т о д л я л ю б о г о n ч и с л о n 2 + n + 4 1 п р о с т о е ? 
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Четность. П р о с т е й ш и м и н а и б о л е е р а с п р о с т р а н е н н ы м п р и м е ¬
р о м и с п о л ь з о в а н и я о т с т а т к о в я в л я е т с я п р и м е н е н и е с в о й с т в четно¬
с т и и н е ч е т н о с т и . Ч е т н ы е ч и с л а — э т о т е , к о т о р ы е д е л я т с я н а 2 б е з 
о с т а т к а ( н а п р и м е р , 2, 4, 6 и т . п . ) . К а ж д о е т а к о е ч и с л о м о ж н о за 
п и с а т ь в в и д е 2k, п о д о б р а в п о д х о д я щ е е ц е л о е к. Н е ч е т н ы е ч и с л а — 
э т о т е , к о т о р ы е п р и д е л е н и и н а 2 д а ю т в о с т а т к е 1. К а ж д о е т а к о е 
ч и с л о м о ж н о з а п и с а т ь в в и д е 2 к + 1, п о д о б р а в п о д х о д я щ е е ц е л о е к 
( н а п р и м е р , 3 = 2 • 1 + 1 , 5 = 2 • 2 + 1 ) . 

Ч е т н ы е и н е ч е т н ы е ч и с л а о б л а д а ю т ч а с т о и с п о л ь з у е м ы м и свой¬
с т в а м и : а ) с у м м а д в у х ч е т н ы х ч и с е л ч е т н а ; б) с у м м а д в у х н е ч е т н ы х 
ч и с е л ч е т н а ; в ) с у м м а ч е т н о г о ч и с л а и н е ч е т н о г о ч и с л а — н е ч е т н о е 
ч и с л о . 

9. Т р е б у е т с я р а з л о ж и т ь н е с к о л ь к о а р б у з о в в н е с к о л ь к о к о р з и н , 
р а с с т а в л е н н ы х п о кругу , т а к , ч т о б ы в л ю б ы х д в у х с о с е д н и х к о р и н а х 
ч и с л о а р б у з о в о т л и ч а л о с ь н а е д и н и ц у . М о ж н о л и э т о с д е л а т ь , е с л и 
к о р з и н : а ) 3; б) 4; в ) 98; г) 99? 

10. М о ж н о л и р а з м е н я т ь 25 р у б л е й д е с я т ь ю к у п ю р а м и д о с т о и н ¬
с т в о м 1, 3 и 5 р у б л е й ? 

11. Д е в я т ь ш е с т е р е н о к з а ц е п л е н ы п о к р у г у : п е р в а я со в т о р о й , 
в т о р а я с т р е т ь е й и т. д . , д е в я т а я с п е р в о й . М о г у т л и о н и в р а щ а т ь с я ? 
А е с л и ш е с т е р е н о к n? 

12. М о ж е т л и п р я м а я , н е п р о х о д я щ а я ч е р е з в е р ш и н ы 11-угольни-
к а , п е р е с е к а т ь в с е е г о с т о р о н ы ? 

НОД, НОК. П о н я т и я н а и б о л ь ш е г о о б щ е г о д е л и т е л я и н а и м е н ь ш е ¬
г о о б щ е г о к р а т н о г о и г р а ю т в а ж н у ю р о л ь в т е о р и и ч и с е л и а л г е б р е . 
У м е н и е б ы с т р о н а х о д и т ь э т и в е л и ч и н ы и о п е р и р о в а т ь и м и суще¬
с т в е н н о у п р о щ а е т и у с к о р я е т в ы ч и с л е н и я , п о з в о л я е т з а м е ч а т ь не¬
т р и в и а л ь н ы е ф а к т ы и и с п о л ь з о в а т ь д о п о л н и т е л ь н ы е с о о б р а ж е н и я . 

13. Д о к а ж и т е , ч т о Н О К ( 1 , n ) > n 1 0 0 п р и в с е х д о с т а т о ч н о боль¬
ш и х n. 

14. Е с л и д р о б ь a/b н е с о к р а т и м а , т о и д р о б ь (a + b)/ab т о ж е несо¬
к р а т и м а . 

Алгоритм Евклида. А л г о р и т м Е в к л и д а п о м о г а е т н а х о д и т ь наи¬
б о л ь ш и й о б щ и й д е л и т е л ь ч и с е л , р е ш а т ь л и н е й н ы е у р а в н е н и я в це¬
л ы х ч и с л а х . 
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Э т о п р о ц е с с п о с т р о е н и я « о с т а т к о в от о с т а т к о в » . Е с л и д а н ы д в а 
н а т у р а л ь н ы х ч и с л а n1 > n2 и о п е р а ц и и с л о ж е н и я и в ы ч и т а н и я , т о 
м о ж н о п о л у ч и т ь ч и с л о n 3 < n2 — о с т а т о к о т д е л е н и я n 1 н а n 2 , з а т е м 
n 4 < n3 — о с т а т о к о т д е л е н и я n 2 н а n 3 и т. д . Э т о т п р о ц е с с з а в е р ш и т 
с я н а н е к о т о р о м ш а г е , к о г д а n f c — 1 б у д е т д е л и т ь с я н а nk. Ч и с л о nk  

б у д е т р а в н о н а и б о л ь ш е м у о б щ е м у д е л и т е л ю ч и с е л n 1 и n 2 . 
О т м е т и м , ч т о э т о т а л г о р и т м м о ж е т о п е р и р о в а т ь н е т о л ь к о с на¬

т у р а л ь н ы м и ч и с л а м и , н о и с м н о г о ч л е н а м и , к о м п л е к с н ы м и числа¬
м и и т. д . И н о г д а и с х о д н ы м ч и с л а м и о с т а т к у с о о т в е т с т в у ю т н е к о т о 
р ы е о б ъ е к т ы . 

15. Р а з д е л и т е д у г у о к р у ж н о с т и в е л и ч и н о й 19° н а 19 р а в н ы х ча¬
с т е й с п о м о щ ь ю о д н о г о ц и р к у л я . 

16. Д о к а ж и т е , ч т о ч и с л а 2 т — 1 и 2n — 1 в з а и м н о п р о с т ы е т о г д а 
и т о л ь к о т о г д а , к о г д а ч и с л а n и m в з а и м н о п р о с т ы е . 

17. ОАО « Н е о б м а н е ш ь — н е п р о д а ш ь » к а ж д ы е 11 м е с я ц е в объяв¬
л я е т с о б р а н и ю а к ц и о н е р о в , ч т о д о х о д п р е в ы ш а е т р а с х о д , а к а ж д ы е 
12 м е с я ц е в н а л о г о в ы м о р г а н а м ——что р а с х о д п р е в ы ш а е т д о х о д . К а к 
д о л г о ОАО с м о ж е т н е в р а т ь п р и т а к и х з а я в л е н и я х ? 

18. О т п р я м о у г о л ь н и к а о т р е з а ю т к в а д р а т , а с о с т а в ш и м с я 
п р я м о у г о л ь н и к о м п р о и з в о д я т ту ж е п р о ц е д у р у . О д н а и з с т о р о н 
и з н а ч а л ь н о г о п р я м о у г о л ь н и к а р а в н а 1, д р у г а я — а. П е р и о д и ч н а 
л и п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь о т н о ш е н и й с т о р о н п о л у ч и в ш и х с я п р я м о 
у г о л ь н и к о в ( м е н ь ш е й к б о л ь ш е й ) , е с л и в е л и ч и н а а р а в н а : а ) л /2 ; 
б) ( л / 5 + 1 ) / 2 ; в ) ^ 2 ; г*) л/2009? 

Китайская теорема об остатках. П у с т ь д а н ы n п о п а р н о в з а и м 
н о п р о с т ы х н а т у р а л ь н ы х ч и с е л d 1 , d 2 , . . . , dn и n ц е л ы х ч и с е л r 1 , . . . , rn  

т а к и х , ч т о 0 < ri < dt д л я л ю б о г о i . Т о г д а н а й д е т с я т а к о е ц е л о е н е о т 
р и ц а т е л ь н о е ч и с л о A, м е н ь ш е е d 1 d 2 . . . d n , ч т о о с т а т о к о т д е л е н и я A 
н а dt р а в е н ri д л я л ю б о г о i . Б о л е е т о г о , л ю б о е ч и с л о B, о б л а д а ю щ е е 
т а к и м с в о й с т в о м р а в н о A п о м о д у л ю d 1 d2...dn. 

19. М о г у т л и д в а с о с е д н и х ч и с л а и м е т ь б о л е е 1000 р а з л и ч н ы х 
д е л и т е л е й к а ж д о е ? 

20. Д о к а ж и т е , ч т о н а й д е т с я п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь и з п о д р я д иду¬
щ и х 2009 ч и с е л т а к а я , ч т о п е р в о е ч и с л о д е л и т с я н а 2, в т о р о е ——на 3, 
т р е т ь е ——на 5, . , 2 0 0 9 - е ——на 2 0 0 9 - е п о н о м е р у п р о с т о е ч и с л о . 
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Малая теорема Ферма и теорема Эйлера. М а л а я т е о р е м а Фер¬
м а у т в е р ж д а е т , ч т о е с л и ч и с л о a н е д е л и т с я н а п р о с т о е ч и с л о p, 
т о a p — 1 — 1 д е л и т с я н а p. О б о б щ е н и е м м а л о й т е о р е м ы Ф е р м а я в л я 
е т с я т е о р е м а Э й л е р а . П у с т ь ip(ri) — к о л и ч е с т в о н а т у р а л ь н ы х ч и с е л , 
м е н ь ш и х ч и с л а n и в з а и м н о п р о с т ы х с н и м ( ф у н к ц и я у н а з ы в а е т с я 
функцией Эйлера). Тогда е с л и a и n в з а и м н о п р о с т ы , т о a y ( n ) — 1 
д е л и т с я н а n . О ч е в и д н о , д л я п р о с т о г о ч и с л а p в ы п о л н я е т с я у ( p ) = 
= Р — 1. 

Э т и у р а в н е н и я с у щ е с т в е н н о п о м о г а ю т н а х о д и т ь о с т а т к и о т 
с л о ж н ы х в ы р а ж е н и й , а т а к ж е р е ш а т ь п о л и н о м и а л ь н ы е у р а в н е н и я 
п о м о д у л ю п р о с т о г о ч и с л а . 

21. Д о к а ж и т е , ч т о е с л и p и q — р а з л и ч н ы е п р о с т ы е ч и с л а , т о 
pq + qр = p + q ( m o d p q ) . 

22. Д о к а ж и т е , ч т о ч и с л о 3 0 2 3 9 + 23 9 3 0 с о с т а в н о е . 
23. Д о к а ж и т е , ч т о ч и с л о 1 1 1 . . . 1 (2002 е д и н и ц ы ) д е л и т с я н а 

2003. 
24. П р о с т о е ч и с л о p д е л и т х 2 + 1. Д о к а ж и т е , ч т о p и м е е т в и д 

4k +1. 
25. П р о с т о е ч и с л о p д е л и т х 2 + х +1. Д о к а ж и т е , ч т о p и м е е т в и д 

3 k + 1 . 
26. Д о к а ж и т е , ч т о е с л и p — 1 д е л и т с я н а d , т о с р а в н е н и е хd = 1 

( m o d p ) и м е е т р о в н о d р е ш е н и й . 
27. Д о к а ж и т е , ч т о е с л и d|(22" + 1) , т о 2 n + 1 | ( d — 1) . 

Сумма цифр. Признаки делимости. О с н о в н ы е п р и з н а к и д е л и м о ¬
с т и с л е д у ю щ и е : 

• Е с л и п о с л е д н я я ц и ф р а ч и с л а ч е т н а я , т о ч и с л о д е л и т с я н а 2. 
• Е с л и с у м м а ц и ф р ч и с л а д е л и т с я н а 3, т о и с а м о ч и с л о д е л и т с я н а 3. 
• Е с л и ч и с л о , о б р а з о в а н н о е д в у м я п о с л е д н и м и ц и ф р а м и ч и с л а , де¬

л и т с я н а 4, т о и и с х о д н о е ч и с л о д е л и т с я н а 4. 
• Е с л и ч и с л о о к а н ч и в а е т с я н а 5 и л и 0, т о о н о д е л и т с я н а 5. 
• Е с л и ч и с л о , о б р а з о в а н н о е т р е м я п о с л е д н и м и ц и ф р а м и ч и с л а , де¬

л и т с я н а 8, т о и и с х о д н о е ч и с л о д е л и т с я н а 8. 
• Е с л и с у м м а ц и ф р ч и с л а д е л и т с я н а 9, т о и с а м о ч и с л о д е л и т с я н а 9. 
• Е с л и з н а к о п е р е м е н н а я с у м м а ц и ф р (т. е . п е р в а я ц и ф р а и д е т с о 

з н а к о м « + » , в т о р а я с о з н а к о м «—» и т. д . ) ч и с л а д е л и т с я н а 1 1 , т о 
и с а м о ч и с л о д е л и т с я н а 1 1 . 
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П о м и м о с о б с т в е н н о п р о в е р к и д е л и м о с т и э т и п р и з н а к и явля¬
ю т с я и с т о ч н и к а м и р а з л и ч н ы х и н в а р и а н т о в ( н а п р и м е р , д е л и м о с т ь 
с у м м ы ц и ф р н а 3 и 9 ) . 

28. Н а д о с к е н а п и с а н о : 645*7235. З а м е н и т е з в е з д о ч к у ц и ф р о й 
т а к , ч т о б ы п о л у ч и в ш е е с я ч и с л о д е л и л о с ь н а 9. 

29. Н а й д и т е в с е ч и с л а , р о в н о в 12 р а з б о л ь ш и е с у м м ы с в о и х 
ц и ф р . 

30. У ч е н и к 6 к л а с с а П е т я И в а н о в п р и д у м а л д в е н о в ы е т е о р е м ы : 
а ) е с л и н а т у р а л ь н о е ч и с л о д е л и т с я н а 27, т о и с у м м а е г о ц и ф р 

д е л и т с я н а 27; 
б) е с л и с у м м а ц и ф р н а т у р а л ь н о г о ч и с л а д е л и т с я н а 27, т о и с а м о 

ч и с л о д е л и т с я н а 27. 
С м о ж е т л и П е т я д о к а з а т ь э т и т е о р е м ы ? 
31. П о д р я д в ы п и с а л и 3000 д в о е к . Д е л и т с я л и п о л у ч и в ш е е с я чис¬

л о а ) н а 3, б) н а 9, в ) н а 11? 
32. У ч и с л а п о с л е д н ю ю ц и ф р у п е р е с т а в и л и в н а ч а л о . О н о утро¬

и л о с ь . Д о к а ж и т е , ч т о п о л у ч и в ш е е с я ч и с л о д е л и т с я н а 27. 
33. З а м е н и т е * ц и ф р а м и в в ы р а ж е н и и 5** т а к , ч т о б ы получен¬

н о е ч и с л о д е л и л о с ь н а 11. 
34. Д е л и т с я л и ч и с л о 200120022003200420052006200720082009 

н а 9? 

Периоды дробей. В с я к о е р а ц и о н а л ь н о е ч и с л о p/q п р е д с т а в л я е т ¬
с я в в и д е б е с к о н е ч н о й п е р и о д и ч е с к о й д е с я т и ч н о й д р о б и 

ak ак—1...аъЪ1Ъ2...Ъ„. ( c ^ . - . C ; ) = 

= akак—1...аъЪ1Ъ2...Ъп + q q . - . q • 1 0 — n — ; • ( 1 + 1 0 — ; + 1 0 — 2 ; + . . . ) . 

Ч и с л о akак—1...а1,Ъ1Ъ2...Ъп н а з ы в а е т с я предпериодом, ч и с л о q q . - . q 
н а з ы в а е т с я периодом, а ч и с л о l н а з ы в а е т с я длиной п е р и о д а . 

35. Д о к а ж и т е , ч т о м и н и м а л ь н ы й п е р и о д д р о б и 1/p, г д е p — про¬
с т о е ч и с л о , д е л и т p— 1 . 

36. Н а й д и т е д л и н у п е р и о д а д р о б и 1 / 3 1 0 0 0 . 
37. а ) Ч и с л о х о к а н ч и в а е т с я н а 2. П о с л е т о г о , к а к е г о п о с л е д н ю ю 

ц и ф р у п е р е с т а в и л и в н а ч а л о , о н о у д в о и л о с ь . Н а й д и т е в с е т а к и е х. 
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б) П о с л е д н ю ю ц и ф р у ч и с л а x п е р е с т а в и л и в н а ч а л о . О н о у д в о и 

л о с ь . Д о к а ж и т е , ч т о x е с т ь ц и к л и ч е с к и й с д в и г п е р и о д а д р о б и 2 / 1 9 . 

Системы счисления. Д л я л ю б о г о н а т у р а л ь н о г о ч и с л а n, б о л ь ш е 

г о е д и н и ц ы , л ю б о е ч и с л о A м о ж н о з а п и с а т ь в n-ичной с и с т е м е счис¬

л е н и я : 

; 

A = a;a;—1...CL0 = £ atП. 
i=0 

И с т о р и ч е с к и с л о ж и л о с ь , ч т о м ы и с п о л ь з у е м д е с я т и ч н у ю с и с т е м у 
с ч и с л е н и я . О д н а к о в р я д е с л у ч а е в у д о б н е е п е р е х о д и т ь к д р у г и м ос

н о в а н и я м . Н а п р и м е р , в n  и ч н о й с и с т е м е с ч и с л е н и я о ч е в и д н о ф о р 

м у л и р у е т с я п р и з н а к д е л и м о с т и н а ч и с л о n — д л я э т о г о д о с т а т о ч н о , 
ч т о б ы ч и с л о о к а н ч и в а л о с ь н у л е м . 

39. Д о к а ж и т е , ч т о в п о с л е д о в а т е л ь н о с т и [2n л / 2 ] и м е е т с я беско¬

н е ч н о е м н о ж е с т в о ч е т н ы х ч и с е л . 
40. О б о з н а ч и м ч е р е з S(n) с у м м у ц и ф р ч и с л а n . Е с л и S(n) = 1000, 

т о к а к о в о м а к с и м а л ь н о в о з м о ж н о е з н а ч е н и е S ( n 2 ) ? 
41. О б о з н а ч и м ч е р е з S(n) с у м м у ц и ф р ч и с л а n . Е с л и S ( n 2 ) < 1000, 

т о к а к о в о м а к с и м а л ь н о в о з м о ж н о е з н а ч е н и е S(n)?  
42. Н а й д и т е 1 0 0  ю ц и ф р у п о с л е з а п я т о й ч и с л а д / 0 , 9 9 9 . . . 9 (99 

д е в я т о к ) . 

Лемма Гензеля. Р а с с м о т р и м м н о ж е с т в о о с т а т к о в п о м о д у л ю pn, 
в з а и м н о п р о с т ы х с p . Первообразным корнем н а з ы в а е т с я т а к о й эле¬

м е н т , ч т о о с т а л ь н ы е в з а и м н о п р о с т ы е с p п о л у ч а ю т с я и з н е г о возве¬

д е н и е м в с т е п е н ь . Тогда е с л и x — п е р в о о б р а з н ы й к о р е н ь п о м о д у л ю 
pk, k > 1, p > 2, т о с р е д и о с т а т к о в в и д а x + npk в с е , к р о м е р о в н о 
о д н о г о , я в л я ю т с я п е р в о о б р а з н ы м и к о р н я м и п о м о д у л ю p k + 1 . 

43. П р и к а к и х n ч и с л о 2n — 1 д е л и т с я н а 5 1 0 0 ? 
44. П р и к а к и х n ч и с л о 7n — 1 д е л и т с я н а 2 1 0 0 ? 
45. Д о к а ж и т е , ч т о е с л и x— п е р в о о б р а з н ы й к о р е н ь п о м о д у л ю 

p 3 , г д е p — н е ч е т н о е п р о с т о е , т о x— п е р в о о б р а з н ы й к о р е н ь п о м о 

д у л ю pn д л я л ю б о г о n. В е р н о л и э т о у т в е р ж д е н и е п р и p = 2? 
46. Н а й д и т е т а к и е n, ч т о б ы с р е д и п о с л е д н и х 1000 ц и ф р ч и с л а 2n  

н а ш л о с ь 100 п о д р я д и д у щ и х а ) н у л е й ; б) д е в я т о к . 
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47. Д о к а ж и т е , ч т о п р и б е с к о н е ч н о м н о г и х n ч и с л о 2n о к а н ч и в а ¬
е т с я н а n. 

Основная теорема арифметики. О с н о в н а я т е о р е м а а р и ф м е т и 
к и у т в е р ж д а е т , ч т о л ю б о е н а т у р а л ь н о е ч и с л о N е д и н с т в е н н ы м с п о 
с о б о м п р е д с т а в л я е т с я в в и д е п р о и з в е д е н и я p2f 2... p k , г д е pt — р а з 
л и ч н ы е п р о с т ы е ч и с л а , а k — н а т у р а л ь н ы е ч и с л а , о б о з н а ч а ю щ и е 
к р а т н о с т ь в х о ж д е н и я в ч и с л о N. Р а з л о ж е н и е ч и с л а н а м н о ж и т е л и 
п о з в о л я е т б ы с т р е е у м н о ж а т ь и д е л и т ь ч и с л а , в ы ч и с л я т ь Н О Д и Н О К . 
А н а л о г и о с н о в н о й т е о р е м ы а р и ф м е т и к и и м е ю т м е с т о и д л я д р у г и х 
а л г е б р а и ч е с к и х о б ъ е к т о в , н а п р и м е р , м н о г о ч л е н о в . 

48. С у щ е с т в у е т л и 2009 н е ц е л ы х р а ц и о н а л ь н ы х ч и с е л т а к и х , ч т о 
п р о и з в е д е н и е л ю б ы х д в у х ——целое? 

49. С у щ е с т в у е т л и 2009 ц е л ы х ч и с е л , н и о д н о и з к о т о р ы х н е де¬
л и т с я н а д р у г о е , н о п р о и з в е д е н и е л ю б ы х д в у х и з н и х д е л и т с я н а в с е 
о с т а л ь н ы е ? 

50. Н а й д и т е ч и с л о н у л е й в к о н ц е ч и с л а 2009!. 
51. Д о к а ж и т е , ч т о n! н е д е л и т с я н а 2 n н и п р и к а к о м н а т у р а л ь ¬

н о м n. 
52. Н а т у р а л ь н о е ч и с л о н а з ы в а е т с я совершенным, е с л и о н о рав¬

н о с у м м е в с е х с в о и х н а т у р а л ь н ы х д е л и т е л е й , м е н ь ш и х е г о . Д о к а ж и ¬
т е , ч т о ч е т н о е ч и с л о n я в л я е т с я с о в е р ш е н н ы м т о г д а и т о л ь к о т о г д а , 
к о г д а n = 2Р—1(2Р — 1 ) , г д е p и 2 Р — 1 п р о с т ы е . 

Диофантовы уравнения. Т а к н а з ы в а ю т с я у р а в н е н и я , к о т о р ы е 
т р е б у е т с я р е ш и т ь в ц е л ы х ч и с л а х . Д л я н е к о т о р ы х с л у ч а е в м е т о д ы 
р е ш е н и й т а к и х у р а в н е н и й д а в н о и з в е с т н ы , н а п р и м е р д л я л и н е й ¬
н ы х д и о ф а н т о в ы х у р а в н е н и й , с д р у г о й с т о р о н ы , и н о г д а и х р е ш е н и е 
в е с ь м а з а т р у д н и т е л ь н о , н а п р и м е р д л я у р а в н е н и я x n + yn = z n . Рас¬
с м о т р и м н е к о т о р ы е в о з м о ж н ы е п о д х о д ы . 

Метод спуска. М е т о д с п у с к а з а к л ю ч а е т с я в т о м , ч т о б ы последо¬
в а т е л ь н о й з а м е н о й п е р е м е н н ы х ( н а п р и м е р , и с п о л ь з у я р а з л о ж е н и е 
м н о г о ч л е н о в н а м н о ж и т е л и , о с н о в н у ю т е о р е м у а р и ф м е т и к и и свой¬
с т в а Н О Д ) д о б и т ь с я т о г о , ч т о б ы у р а в н е н и е у п р о с т и л о с ь , а к р о м е 
т о г о , н а у ч а с т в у ю щ и е в н е м п е р е м е н н ы е б ы л и б ы н а л о ж е н ы допол¬
н и т е л ь н ы е у с л о в и я ( н а п р и м е р , п е р е м е н н ы е в з а и м н о п р о с т ы ) . П р и 
т а к о м м е т о д е ч а с т о п о л е з н о б ы в а е т р а з б и в а т ь р е ш е н и е н а с л у ч а и , 
н а п р и м е р , ч е т н о г о и н е ч е т н о г о з н а ч е н и я н е к о т о р о й п е р е м е н н о й . 
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Р е ш и т е в ц е л ы х ч и с л а х у р а в н е н и я : 

53. 3 • 2 х + 1 = у 2 . 
54. x 2 + у 2 + z2 = 2xyz. 
55. x2 + у 2 = z 2 . 
56. x 4 + у 4 = z 2 . 

Добавление иррациональностей с последующим разложением. 
С у т ь м е т о д а в т о м , ч т о б ы п о п о л н и т ь ц е л ы е ч и с л а к а к и м - н и б у д ь эле¬
м е н т о м т а к , ч т о б ы в п о л у ч е н н о м к о л ь ц е о с т а л а с ь в е р н а о с н о в н а я 
т е о р е м а а р и ф м е т и к и , н о п р и э т о м к а к и е - т о р а н е е н е п р и в о д и м ы е 
м н о г о ч л е н ы р а з л о ж и л и с ь б ы н а м н о ж и т е л и . Н а п р и м е р , н е п р и в о ¬
д и м ы й м н о г о ч л е н x 2 + 1 п р е д с т а в л я е т с я в в и д е ( x + i ) ( x — i ) , е с л и 
д о б а в и т ь к ц е л ы м ч и с л а м к о р е н ь и з — 1 . П р и э т о м с п о с о б е р е ш е н и я 
п о л е з н о и с п о л ь з о в а т ь и д е ю с о п р я ж е н и я . 

Р е ш и т е у р а в н е н и я в ц е л ы х ч и с л а х : 

57. x 2 + 4 = у3. 
58. x 2 + 4 = у 3 . 
59. x2 + 2 = уn. 
60. x3 + у 3 = z 3 . 

Иррациональные числа. Ч и с л о н а з ы в а е т с я иррациональным, 

е с л и о н о н е п р е д с т а в л я е т с я в в и д е д р о б и p , г д е p — ц е л о е , а q — 

н а т у р а л ь н о е . Д о к а з а т е л ь с т в о и р р а ц и о н а л ь н о с т и ч и с е л ——хорошее 
у п р а ж н е н и е н а п р и м е н е н и е м е т о д а от п р о т и в н о г о . 

61. Д о к а ж и т е , ч т о ч и с л о л/2 и р р а ц и о н а л ь н о . 
62. Д о к а ж и т е , ч т о ч и с л о l o g 1 0 2 и р р а ц и о н а л ь н о . 
63. Д о к а ж и т е , ч т о г р а д у с н а я м е р а у г л а а т а к о г о , ч т о cos а = 1/3, 

и р р а ц и о н а л ь н а . 

64. Д о к а ж и т е , ч т о ч и с л о e = ^ ] 1 и р р а ц и о н а л ь н о . 
n=0 n ! 

65. Д о к а ж и т е , ч т о с у щ е с т в у е т б е с к о н е ч н о м н о г о ч и с е л m и n та¬
к и х , ч т о 

7 2 — m < \ . 
n n2 
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66. М о ж е т л и б ы т ь м и н и м а л ь н ы м з н а ч е н и е м м н о г о ч л е н а с р а 
ц и о н а л ь н ы м и к о э ф ф и ц и е н т а м и a) — л / 2 ; б) л/2? 

Н Е Р А В Е Н С Т В А 

Н е р а в е н с т в а — р а с п р о с т р а н е н н а я т е м а о л и м п и а д н ы х з а д а ч , т р е 
б у ю щ а я о т ш к о л ь н и к а б о л ь ш о й м а т е м а т и ч е с к о й к у л ь т у р ы . Ч т о б ы 
у с п е ш н о с п р а в л я т ь с я с з а д а ч а м и н а н е р а в е н с т в о , н е о б х о д и м о у м е т ь 
б ы с т р о п р е о б р а з о в ы в а т ь а л г е б р а и ч е с к и е в ы р а ж е н и я , в л а д е т ь мето¬
д а м и м а т е м а т и ч е с к о г о а н а л и з а , з н а т ь б о л ь ш о е к о л и ч е с т в о клю че¬
в ы х н е р а в е н с т в и п р и м е н я т ь и х . М ы р а з б е р е м о с н о в н ы е м е т о д ы . 

Шевеления, дифференцирования, множители Лагранжа. Д и ф ф е ¬
р е н ц и р о в а н и я п о п е р е м е н н ы м п о з в о л я ю т н а й т и н а и б о л ь ш е е и л и 
н а и м е н ь ш е е з н а ч е н и е в ы р а ж е н и й , с т о я щ и х в н е р а в е н с т в е . Т а к ж е 
м о ж н о з а ф и к с и р о в а т ь ч а с т ь п е р е м е н н ы х и п о с м о т р е т ь , к а к изме¬
н я е т с я з н а ч е н и е в ы р а ж е н и я п р и « ш е в е л е н и и » д р у г и х п е р е м е н н ы х . 
Н а п р и м е р , т а к и м с п о с о б о м ч а с т о б ы в а е т у д о б н о д о к а з ы в а т ь , ч т о 
х у д ш и м я в л я е т с я с л у ч а й , к о г д а п е р е м е н н ы е р а в н ы и л и , н а п р о т и в , 
р а з н о с т ь м е ж д у н и м и м а к с и м а л ь н а . 

1. С у м м а н е о т р и ц а т е л ь н ы х ч и с е л x , у, z р а в н а е д и н и ц е . Н а й д и 
т е м а к с и м у м в ы р а ж е н и я x2у + у 2 z + z 2 x . 

2. Ч и с л а xt, i = 1 , n , л е ж а т н а о т р е з к е [ — 1 , 1 ] , а с у м м а и х ку
б о в р а в н а н у л ю . Д о к а ж и т е , ч т о ^ ] xt < n / 3 . 

Использование свойств выпуклости. Ф у н к ц и я f н а з ы в а е т с я вы
пуклой ( в в е р х ) , е с л и д л я л ю б ы х x , у и 0 <А< 1, 0 <ц< 1, т а к и х , ч т о 
А + ц = 1, в ы п о л н е н о 

f (Аx + цу) > Af ( x ) + nf (у). 

В ч а с т н о с т и , е с л и с у м м а x + у ф и к с и р о в а н а , т о в ы р а ж е н и е f ( x ) + 
+ f (у) б у д е т д о с т и г а т ь с в о е г о м а к с и м у м а п р и x = у. Б о л е е т о г о п р и 
у с л о в и и ф и к с и р о в а н н о й с у м м ы , е с л и п е р е м е н н ы х м н о г о , т о , зафик¬
с и р о в а в в с е , к р о м е д в у х , м ы п о л у ч и м , ч т о м а к с и м у м д о с т и г а е т с я 
п р и и х р а в е н с т в е , а з н а ч и т м а к с и м у м в с е г о в ы р а ж е н и я д о с т и г а е т с я 
п р и р а в е н с т в е в с е х п е р е м е н н ы х . П о д о б н ы е и д е и б ы в а ю т п о л е з н ы 
д л я д о к а з а т е л ь с т в а н е р а в е н с т в . 
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3. П у с т ь x1,..., xn > 0. Д о к а ж и т е , ч т о 

( 1 + х х ) ^ ( 1 + хп) > ( 1 + УХХ^ХХ~пТ. 

4. Д о к а ж и т е , ч т о с р е д и в с е х n  у г о л ь н и к о в , в п и с а н н ы х в д а н н у ю 
о к р у ж н о с т ь , н а и б о л ь ш и й п е р и м е т р и м е е т п р а в и л ь н ы й . 

Использование типичных неравенств. Д л я у с п е ш н о г о р е ш е н и я 
з а д а ч н а н е р а в е н с т в а н е о б х о д и м о з н а т ь б о л ь ш о е к о л и ч е с т в о т и п и ч 

н ы х н е р а в е н с т в и у м е т ь п р и м е н я т ь и х п р и д о к а з а т е л ь с т в е . М ы при¬

в е д е м о с н о в н ы е н е р а в е н с т в а . 
Неравенство Коши—Буняковского—Шварца:. 

П П , П . 2 

ZafZ b2> £ a,bt) . 

5. Д о к а ж и т е н е р а в е н с т в о 

X1_ +
 X2_ + + xn_ > ( x i + ••• + ХП)2 

У1 У2 " ' УП > У1 +  + УП 

д л я п о л о ж и т е л ь н ы х xt, y . 
6. Д о к а ж и т е н е р а в е н с т в о 

a 2 + b 2 + c2 + d 2 > a + b + c + d 
b + c + d c + d + a d + a + b a + b + c > 3 

д л я п о л о ж и т е л ь н ы х a, b, c, d. 
7. М н о г о ч л е н P(x) и м е е т н е о т р и ц а т е л ь н ы е к о э ф ф и ц и е н т ы . Д о 

к а ж и т е н е р а в е н с т в о : P(xy)2 < P(x)2P(y)2. 

Неравенство Коши. Д л я п о л о ж и т е л ь н ы х at 

^ >yaai-a-n-

8. ( Л о к а л ь н о е н е р а в е н с т в о . ) Д о к а ж и т е , ч т о д л я н а т у р а л ь н ы х ч и 

с е л n > m в ы п о л н е н о н е р а в е н с т в о 

> nan-m - mbm-n 

bm > n - m ' 

9. Д о к а ж и т е , ч т о п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь ( 1 + 1 / п ) П в о з р а с т а е т . 
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Неравенство Гёльдера. Е с л и — + - = 1, т о д л я п о л о ж и т е л ь н ы х 

10. Д л я п о л о ж и т е л ь н ы х ч и с е л a, b, c > 0 д о к а ж и т е н е р а в е н с т в о : 

a + b + c > 9  
(b + c) 2 + (c + a ) 2 + (a + b ) 2 > 4 ( a + b + c ) . 

11. П у с т ь x, y, z > 0 и x + y + z = 1. Н а й д и т е м и н и м у м с л е д у ю щ е 
г о в ы р а ж е н и я : x 7 + 2 y 7 + 3 z 7 . 

Транснеравенство. Е с л и x 1 < x 2 < - < x n , y 1 < y 2 < - < y n , a — 
п р о и з в о л ь н а я п е р е с т а н о в к а , т о 

x1y1 + x2y2 + - + xnyn > x ^ a ( 1 ) + x^.ya(2) + — + xnУа(п) > 

> x1yn + x2yn-1 + - + xny1-

12. Д о к а ж и т е н е р а в е н с т в о 

2 ( a 3 + b 3 + c 3 ) > a 2 b + b2a + b2c + c2b + c2a + a2c > 6abc 

д л я п о л о ж и т е л ь н ы х a, b, c. 

13. Д о к а ж и т е н е р а в е н с т в о 

a 4 + b4 + c 4 > a 3 b + b 3 c + c 3 a 

д л я п о л о ж и т е л ь н ы х a, b, c. 

Приведение к сумме квадратов. О ч е в и д н о , ч т о л ю б о й к в а д р а т 
д е й с т в и т е л ь н о г о ч и с л а н е м е н ь ш е н у л я . Т е м н е м е н е е э т о э л е м е н ¬
т а р н о е с о о б р а ж е н и е п о з в о л я е т д о к а з ы в а т ь м н о г и е н е р а в е н с т в а пу¬
т е м в ы д е л е н и я к в а д р а т а и л и с у м м ы к в а д р а т о в . 

14. Д о к а ж и т е неравенство Коши——Буняковского: 

2 x 2 2 У2 > ( 2 x, y, ) 2 . 

15. Д о к а ж и т е , ч т о п р и п о л о ж и т е л ь н ы х x, y, z в ы п о л н я е т с я нера¬
в е н с т в о x3 + y3 + z3 > 3xyz . 

16. Д о к а ж и т е н е р а в е н с т в о : 1/8 + a 2 / 2 + b 4 / 2 > ab. 
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К О М Б И Н А Т О Р И К А С Ч Е Т А 

Правило произведения. Е с л и н у ж н о в ы б р а т ь п а р у о б ъ е к т о в , пер¬
в ы й и з к о т о р ы х м о ж н о в ы б р а т ь m с п о с о б а м и , а в т о р о й , н е з а в и с и м о 
о т п е р в о г о , n с п о с о б а м и , т о ч и с л о с п о с о б о в в ы б р а т ь п а р у р а в н о mn. 
Э т о п р а в и л о о б о б щ а е т с я н а л ю б о е к о л и ч е с т в о н е з а в и с и м о в ы б и р а ¬
е м ы х о б ъ е к т о в . 

1. Н а т а б л о г о р и т п л а м п о ч е к и р а с п о л о ж е н о п к н о п о к . К а ж д а я 
л а м п о ч к а с о е д и н е н а со с в о е й к н о п к о й , н а ж а т и е к о т о р о й м е н я е т 
с о с т о я н и е л а м п о ч к и н а п р о т и в о п о л о ж н о е ( а к а ж д а я к н о п к а соеди¬
н е н а с о с в о е й л а м п о ч к о й ) . Д о к а ж и т е , ч т о ч и с л о у з о р о в , к о т о р ы е 
м о ж н о п о л у ч и т ь , н а ж и м а я н а к н о п к и , р а в н о 2 П . 

2. И м е е т с я п у р н . В i -й у р н е н а х о д я т с я ki п о п а р н о р а з л и ч н ы х 
б ю л л е т е н е й . С к о л ь к и м и с п о с о б а м и м о ж н о в ы б р а т ь п о о д н о м у б ю л 
л е т е н ю и з к а ж д о й у р н ы ? 

Подсчет с повторениями. Ч а с т о и с п о л ь з у ю т с я ф о р м у л ы д л я ч и с 

л а с о ч е т а н и й и з п э л е м е н т о в k, СП = ^fa — k ) ! , и ч и с л а р а з м е щ е н и й 

и з п э л е м е н т о в п о k, АП = п(п — 1 ) - ( п — k + 1 ) . В а н г л о я з ы ч н о й л и 
т е р а т у р е ( а т е п е р ь и в о м н о г и х р у с с к о я з ы ч н ы х и с т о ч н и к а х ) в м е с т о 

СП п и ш у т ( k ) . 

В к о м б и н а т о р и к е с ч е т а ч а с т о с п е р в а с ч и т а ю т о б щ е е ч и с л о вари¬
а н т о в , а з а т е м н е к о т о р ы е в а р и а н т ы о т о ж д е с т в л я ю т с я . П р и э т о м си¬
т у а ц и ю ( п е р е б о р о м ) с в о д я т к с л у ч а ю , к о г д а в к а ж д о м к л а с с е отож¬
д е с т в л я е т с я п о о д и н а к о в о м у к о л и ч е с т в у в а р и а н т о в . В э т о м с л у ч а е 
ч и с л о к л а с с о в р а в н о о б щ е м у ч и с л у в а р и а н т о в , д е л е н н о м у н а ч и с л о 
в а р и а н т о в в к л а с с е ( « р а з м е р о р б и т ы » ) . 

3. П у с т ь p — п р о с т о е ч и с л о . В о ж е р е л ь е p б у с и н о к k р а з л и ч н ы х 
ц в е т о в . О ж е р е л ь я , о т л и ч а ю щ и е с я п о в о р о т о м , н е р а з л и ч и м ы . Д о к а -

kр — k i 
ж и т е , ч т о ч и с л о р а з л и ч н ы х о ж е р е л и й р а в н о —p + k . Ч е м у р а в н о 
ч и с л о р а з л и ч н ы х о ж е р е л и й , е с л и о ж е р е л ь я м о ж н о п е р е в о р а ч и в а т ь ? 

4 . С к о л ь к и м и с п о с о б а м и м о ж н о р а с к р а с и т ь к у б в 6 ц в е т о в ? Д в а 
с п о с о б а одинаковы, е с л и о н и р а з л и ч а ю т с я п о в о р о т о м . 

1Выведите отсюда малую теорему Ферма: если k = 0 mod p, то k = 1 mod p. 
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Биномиальные коэффициенты. П у с т ь т р е б у е т с я в ы б р а т ь k о б ъ 

е к т о в и з п. Тогда к о л и ч е с т в о в о з м о ж н ы х с п о с о б о в с д е л а т ь э т о о б о 

з н а ч а е т с я C1^. Н е т р у д н о п о к а з а т ь , ч т о C1^ = k ; ( n

n — k ) ; • 

Б и н о м и а л ь н ы е к о э ф ф и ц и е н т ы у ч а с т в у ю т в ф о р м у л е б и н о м а 
Н ь ю т о н а , о б л а д а ю т м н о г и м и п о л е з н ы м и к о м б и н а т о р н ы м и с в о й 

с т в а м и . В д о к а з а т е л ь с т в е с в о й с т в б и н о м и а л ь н ы х к о э ф ф и ц и е н т о в 
с о о б р а ж е н и я « з д р а в о г о с м ы с л а » , и с х о д я щ и е и з и х о п р е д е л е н и я , 
з а ч а с т у ю и г р а ю т б о л ь ш у ю р о л ь , ч е м а л г е б р а и ч е с к и е с о о б р а ж е н и я , 
о п и р а ю щ и е с я т о л ь к о н а ф о р м у л у . 

5. П у с т ь p — п р о с т о е ч и с л о , k > 1. Ч и с л о п д е л и т с я н а pk, ч и с л о 
m н е д е л и т с я н а pk. Д о к а ж и т е , ч т о т о г д а д е л и т с я н а p . 

6. Н а й д и т е с у м м ы : а) £ Ck

n; б) £ С; в ) £ ( — 1 ) k C 2 k . 
к к к 

7. Н а й д и т е 1 0 0 1 6 . 

Делимость биномиальных коэффициентов. П о м и м о к о м б и н а ¬

т о р н ы х с в о й с т в б и н о м и а л ь н ы е к о э ф ф и ц и е н т ы о б л а д а ю т м н о г и м и 
и н т е р е с н ы м и с в о й с т в а м и с т о ч к и з р е н и я т е р и и ч и с е л . 

8. С к о л ь к о ч е т н ы х к о э ф ф и ц и е н т о в в п е р в ы х 8 с т р о к а х т р е у г о л ь 

н и к а П а с к а л я ? 
9. П у с т ь p п р о с т о е и n < p < 2n . Д о к а ж и т е , ч т о т о г д а C2^n д е л и т с я 

н а p. 

М Н О Г О Ч Л Е Н Ы 

Мультипликативная запись и теорема Виета. П р и р е ш е н и и за 

д а ч н а м н о г о ч л е н ы п о л е з н а мультипликативная форма записи: 

a0 x n + a1 x n — 1 + . . . + an = a 0 ( x — x ^ . . . ( x — xn). 

П р и э т о м xt с у т ь корни м н о г о ч л е н а P. Теорема Виета у т в е р ж д а е т , 
ч т о к о р н и м н о г о ч л е н а и е г о к о э ф ф и ц и е н т ы с в я з а н ы с л е д у ю щ и м и 
с о о т н о ш е н и я м и : a 

| = . £ . (  D k . . . x

l k  
0 i1<...<ik 

М у л ь т и п л и к а т и в н у ю з а п и с ь п р и в о д я т к с л е д у ю щ е м у в и д у : 

P ( x ) = ao ( x — xk ) k 1 . . . ( x — xh ) k ; 
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з д е с ь в с е xj р а з л и ч н ы , а ka с у т ь кратности к о р н е й . П р и э т о м мно¬
г о ч л е н P д е л и т м н о г о ч л е н Q, е с л и к о р н и P я в л я ю т с я к о р н я м и Q и 
к р а т н о с т и к о р н е й P н е б о л ь ш е с о о т в е т с т в у ю щ и х к р а т н о с т е й кор¬
н е й Q. 

А н а л о г и ч н ы е с о о б р а ж е н и я п р о х о д я т и д л я м н о г о ч л е н о в о т 
н е с к о л ь к и х п е р е м е н н ы х : P д е л и т Q, е с л и н у л и P я в л я ю т с я н у л я м и 
Q (с у ч е т о м к р а т н о с т е й ) . 

1. Н а й д и т е к а к о й - н и б у д ь м н о г о ч л е н с ц е л ы м и к о э ф ф и ц и е н т а м и 

т а к о й , ч т о ч и с л о я в л я е т с я е г о к о р н е м . 
2. П у с т ь x1,..., xn > 0. Ч и с л о Mk е с т ь k-е среднее: 

k 
M k = 

2-й x i 1 " * x ik 
i1<...<ik 

Д о к а ж и т е неравенство Маклорена: M1 > M 2 > . . . > M k . Л ю б о е р а в е н ¬
с т в о м о ж е т д о с т и г а т ь с я , т о л ь к о е с л и в с е ч и с л а р а в н ы . 

3. П у с т ь м н о г о ч л е н с ц е л ы м и к о э ф ф и ц и е н т а м и P ( x ) и м е е т ра¬
ц и о н а л ь н ы й к о р е н ь x1. Д о к а ж и т е , ч т о з н а м е н а т е л ь x1 д е л и т коэф¬
ф и ц и е н т п р и с т а р ш е м ч л е н е P( x). 

4. П у с т ь k 1 + k 2 = n . Д о к а ж и т е , ч т о м н о г о ч л е н 

( x — 1 ) ( x 2 — 1 ) . . . ( x n — 1) 

д е л и т с я н а п р о и з в е д е н и е 

( x — 1 ) ( x 2 — 1) ^ ( x k 1 — 1 ) ( x —1)( x 2 — 1) ^ ( x k 2 — 1) . 

5. Н а г р а ф и к е м н о г о ч л е н а с ц е л ы м и к о э ф ф и ц и е н т а м и отмече¬
н ы д в е т о ч к и с ц е л ы м и к о о р д и н а т а м и . Д о к а ж и т е , ч т о е с л и расстоя¬
н и е м е ж д у н и м и — ц е л о е ч и с л о , т о с о е д и н я ю щ и й и х о т р е з о к парал¬
л е л е н о с и а б с ц и с с . 

Квадратный трехчлен. С а м ы й п р о с т о й п о с л е л и н е й н о г о дву
ч л е н а м н о г о ч л е н — э т о к в а д р а т н ы й т р е х ч л е н . Е г о с в о й с т в а , форму¬
л а н а х о ж д е н и я к о р н е й п о д р о б н о и з у ч а ю т с я н а ш к о л ь н ы х з а н я т и я х . 
Т е м н е м е н е е , з а ч а с т у ю н а м л а д ш и х п о з и ц и я х о л и м п и а д р а з н о г о 
у р о в н я в с т р е ч а ю т с я з а д а ч и п р о к в а д р а т н ы е т р е х ч л е н ы . 
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6. Д а н о д в а к в а д р а т н ы х т р е х ч л е н а . М о ж е т л и к а ж д ы й и з н и х 
и м е т ь к о р н и , а и х с у м м а ——нет? 

7. К в а д р а т н ы й т р е х ч л е н ax2 + bx + c н е и м е е т к о р н е й . П р и э т о м 
a + b + c > 0. К а к о й з н а к и м е е т к о э ф ф и ц и е н т c? 

Кубический многочлен. С л е д у ю щ и е п о с л о ж н о с т и м н о г о ч л е н ы — 
к у б и ч е с к и е ——практически н е и з у ч а ю т с я д а ж е в с п е ц и а л и з и р о в а н ¬
н ы х ш к о л а х . П о э т о м у з а д а н и я п р о н и х с т а в я т в т у п и к д а ж е х о р о ш о 
п о д г о т о в л е н н ы х ш к о л ь н и к о в . 

8. Д о к а ж и т е , ч т о г р а ф и к к у б и ч е с к о г о м н о г о ч л е н а и м е е т ц е н т р 
с и м м е т р и и . 

9. П у с т ь x 1 > x2 > x 3 ; x1 > x2 > x'3; x 1 > x[. К р о м е т о г о , x 1 + x 2 + 
+ x3 = x1 + x2 + x3, x1 x2 + x2x3 + x3x1 = x1 x2 + x2x3 + x3x1 . Д о к а ж и т е , 
ч т о x 3 > x3. 

Многочлены от нескольких переменных. П о с в о е й с у т и м н о г о ¬
ч л е н ы от м н о г и х п е р е м е н н ы х н е с и л ь н о о т л и ч а ю т с я о т м н о г о ¬
ч л е н о в о т о д н о й п е р е м е н н о й . Т е м н е м е н е е , м н о г и е « и н т у и т и в н о 
п о н я т н ы е » у т в е р ж д е н и я п р о м н о г о ч л е н ы , к о т о р ы е в е р н ы в с л у ч а е 
о д н о й п е р е м е н н о й , н е в е р н ы , е с л и п е р е м е н н ы х б о л ь ш е . З а д а ч и н а 
м н о г о ч л е н ы о т н е с к о л ь к и х п е р е м е н н ы х н е п р и в ы ч н ы д л я ш к о л ь н и ¬
к о в и п о э т о м у с л о ж н ы . 

10. а ) Д а н м н о г о ч л е н от о д н о й п е р е м е н н о й P ( x ) . И з в е с т н о , ч т о 
i n f P(x) = 0. В е р н о л и , ч т о P ( x ) = 0 п р и н е к о т о р о м x? 

б) Д а н м н о г о ч л е н от д в у х п е р е м е н н ы х P(x, y). И з в е с т н о , ч т о 
i n f P(x, y ) = 0. В е р н о л и , ч т о P(x, y) = 0 п р и н е к о т о р ы х x, y? 

11. Р а з л о ж и т е н а м н о ж и т е л и а ) yz(y — z) + zx(z — x) + xy(x — y); 
б) (a — b)3 + (b — c ) 3 + (c — a ) 3 . 

Критерий Эйзенштейна. М н о г о ч л е н н а з ы в а е т с я неприводимым, 
е с л и е г о н е л ь з я п р е д с т а в и т ь в в и д е п р о и з в е д е н и я д в у х н е п о с т о я н ¬
н ы х м н о г о ч л е н о в . К р и т е р и й Э й з е н ш т е й н а н е п р и в о д и м о с т и м н о г о ¬
ч л е н а P т а к о в : Е с л и с т а р ш и й к о э ф ф и ц и е н т P н е д е л и т с я н а п р о с т о е 
ч и с л о p, в с е о с т а л ь н ы е к о э ф ф и ц и е н т ы P д е л я т с я н а p, а м л а д ш и й 
к о э ф ф и ц и е н т н е д е л и т с я н а p 2 , т о м н о г о ч л е н P н е р а з л а г а е т с я в про¬
и з в е д е н и е д в у х м н о г о ч л е н о в с ц е л ы м и к о э ф ф и ц и е н т а м и ( о т л и ч н ы х 
о т к о н с т а н т ы ) . 
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12. Д о к а ж и т е к р и т е р и й Э й з е н ш т е й н а . 
13. Д о к а ж и т е лемму Гаусса: е с л и м н о г о ч л е н P н е р а з л а г а е т с я в 

п р о и з в е д е н и е д в у х м н о г о ч л е н о в с ц е л ы м и к о э ф ф и ц и е н т а м и (отлич¬
н ы х о т к о н с т а н т ы ) , т о м н о г о ч л е н P н е р а з л а г а е т с я в п р о и з в е д е н и е 
д в у х м н о г о ч л е н о в с р а ц и о н а л ь н ы м и к о э ф ф и ц и е н т а м и ( о т л и ч н ы х 
о т к о н с т а н т ы ) . 

14. Д о к а ж и т е н е п р и в о д и м о с т ь кругового многочлена 

^ = x p — 1 + x р — 2 + . . . + 1. x — 1 
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