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Вступ

Беручи участь у математичних олімпіадах та конкурсах, учні можуть зіткнутися з труднощами під час розв’язування рівнянь, що містять цілу частину числа. У зв’язку з тим, що розв’язування таких рівнянь не передбачено шкільною програмою, то зрозуміло, що навіть здібні учні не володіють необхідними навичками для їх розв’язування. У різних збірниках здебільшого відсутні вправи такого змісту, не має їх також у теоретичних та методичних розробках. Саме тому в посібнику зроблено спробу заповнити певною мірою прогалину з цього питання.
Кожен розділ складається з теоретичних відомостей, прикладів та завдань для самостійного розв’язання, що дозволить читачеві не лише поверхово ознайомитись із матеріалом, а й закріпити набуті на​вички.
Посібник покликаний допомогти вчителю у проведені факультативних занять та при підготовці школярів до участі в олімпіадах та конкурсах. Він буде корисний учням, які захоплюються математикою і бажають розширити свій математичний кругозір.

Розділ 1       Ціла і дробова частина числа
1.1. Означення цілої та дробової частини числа

 Цілою частиною дійсного числа х називається найбільше ціле число, що не більше за х. Позначають: [х]
З означення випливає, що 

[х] ≤ х, то [х] ≤ х < [х]+1

Розглянемо найпростіші приклади обчислення цілої частини числа:
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Окремо звернемо увагу на цілу частину від’ємних чисел. Так, 
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Дробовою частиною дійсного числа х називається різниця між числом та його цілою частиною. Позначають: {х}
З означення випливає, що 

{х}= х- [х],  0≤{х}<1

Наприклад, 
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Якщо переписати означення дробової частини в такий спосіб 
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то матимемо подання дійсного числа у вигляді суми його цілої і дро​бової частин. Таке подання зручно використовувати для доведення тверджень та розв’язування рівнянь.
1.2. Основна властивість цілої частини числа
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Доведення. Подвійна нерівність (2) є наслідком означення цілої частини числа.  Те, що 
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, випливає безпосередньо з означення.

Припустимо, що друга нерівність 
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 не виконується. Це означає, що існує таке число y для якого 
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. Розглянемо праву частину нерівності. Сума двох цілих чисел є цілим числом, тому 
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. Тоді маємо ціле число 
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, що не перевищує y і при цьому більше за його цілу частину, що суперечить означенню цілої частини числа. Таким чином, мо​жемо зробити висновок, що припущення хибне.

Наслідок. Для будь-якого дійсного числа x виконується осно​вна властивість дробової частини: 


[image: image25.wmf]{

}

1

0

<

£

x

                  (3)
Підставимо у формулу (2) подання дійсного числа у вигляді суми його цілої і дробової частини: 
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Якщо від кожної частини нерівності відняти 
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Твердження. Ціла частина числа менша від самого числа не біль​ше, ніж на 1: 
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Доведення. Нерівність 
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виконується за означенням цілої частини числа. Із нерівності (2) (
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Для розв’язування рівнянь, що містять цілу частину числа, часто використовують саме нерівності (2), (4) і рівність (1).
Завдання для самостійного розв’язування
1. Знайдіть цілу і дробову частини чисел 
[image: image33.wmf]13
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2. Знайдіть одну пару чисел, для яких сума їх дробових частин дорівнює дробовій частині їхньої суми, і пару чисел, для яких це не виконується. 

3. Чи зміниться ціла частина числа, якщо до цього числа додати правильний дріб?
Розділ 2  Розв’язування лінійних рівнянь, що містять цілу частину числа
2.1. Розв’язування лінійних рівнянь вигляду 
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Якщо c
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Z, то рівняння не має розв’язків. 
Розглянемо випадок, коли c 
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За властивістю 
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за умовою  
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, тому маємо подвійну нерівність:
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Якщо  a > 0, то, поділивши обидві частини останньої нерівності на a, дістанемо: 
[image: image42.wmf]a

b

c

x

a

b

c

1

+

-

<

£

-

.

Отже, кожне дійсне число з проміжку 
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Якщо 
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, то розв’язками рівняння є всі числа з проміжку 
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1. Розв’яжіть рівняння 
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Розв’язання. 
Скориставшись властивістю 
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За умовою 
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. Підставимо в подвійну нерівність це зна​чення:
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Отже, розв’язком рівняння є проміжок 
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Відповідь: 
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2. Розв’яжіть рівняння 
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Розв’язання 

Скориставшись властивістю 
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За умовою 
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Відповідь:
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3. Розв’яжіть рівняння 
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Розв’язання
Рівняння не має розв’язків, оскільки 
[image: image62.wmf][
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Відповідь: Розв’язків немає.
2.2. Розв’язування лінійних рівнянь вигляду 
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Очевидно, розв’язками таких рівнянь можуть бути тільки цілі значення змінної x.

Якщо a = 1, то рівняння набуває вигляду: 
[image: image64.wmf][

]

x

b

x

=

+

 і 
[image: image65.wmf][

)

1

;

0

Î

b

; його розв’язками є всі цілі числа, при 
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 рівняння розв’язків не має.

Якщо a ≠ 1, то, скориставшись властивістю 
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складемо подвійну нерівність: 
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, яку зручно подати у вигляді системи двох нерівностей:
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звідки  
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Розглянемо два випадки: 

1) якщо a >1, то
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Отже, розв’язками рівняння є всі цілі числа, які належать про​міжку  
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2) якщо a < 1, то
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Отже, розв’язками рівняння є всі цілі числа, які належать про​міжку 
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Зауваження  Якщо коефіцієнти рівняння a, b і c — цілі числа, то кожному з проміжків 
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 належить не більше одного цілого числа. У першому випадку 
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1. Розв’яжіть рівняння 
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Скориставшись властивістю 
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Замінимо подвійну нерівність системою нерівностей:
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Звідки 
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Відповідь: -1.

2. Розв’яжіть рівняння 
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 Скориставшись властивістю 
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Відповідна система нерівностей має вигляд:
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Звідки 
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Отже, 
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Відповідь: Розв’язків немає.

2.3. Розв’язування лінійних рівнянь виду 
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Запишемо подвійну нерівність у вигляді системи нерівностей та розв’яжемо її:
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Якщо 
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З отриманих проміжків вибираємо ті значення змінної х, які під час підстановки у вираз 
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1.Розвяжіть рівняння 
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Розв’язання
Скориставшись властивістю 
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Дістанемо нерівність
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[image: image444.wmf]Запишемо подвійну нерівність у вигляді системи нерівностей:
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Цей проміжок не містить жодного цілого числа. Але рівняння 
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Отже, потрібно шукати не цілі значення самої змінної x, а такі значення x, при яких права частина рівняння, тобто вираз  -9х-1 набуває цілих значень. Такими числами якраз і є 
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Зауваження Зрозуміло, що потрібно скласти алгоритм пошуку значень змінної х із проміжку 
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Оцінимо вираз -9х-1 при 
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Визначимо значення х, при яких вираз -9х-1 набуватиме цих цілих значень.

-9х-1=9, звідки 
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-9х-1=10, звідки 
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-9х-1=11, звідки 
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-9х-1=12, звідки 
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Відповідь. 
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2. Розв’яжіть рівняння 
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Розв’язання
Скориставшись властивістю 
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Запишемо подвійну нерівність у вигляді системи нерівностей:
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Знайдемо значення змінної х із проміжку 
[image: image143.wmf]ú

û

ù

ç

è

æ

1

;

7

6

, при яких вираз 8х-4 набуватиме цілих значень.


[image: image144.wmf],

8

8

7

48

,

1

7

6

£

<

£

<

x

x



[image: image145.wmf]4

4

8

7

20

£

-

<

x

або 
[image: image146.wmf].

4

4

8

7

6

2

£

-

<

x


Якщо 8х-4=3, то 
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Якщо 8х-4=4, то 
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Відповідь. 
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3. Розв’яжіть рівняння 
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Розв’язання
Скориставшись властивістю  
[image: image151.wmf][

]

[

]

1

+

<

£

x

x

x

, 

Дістанемо нерівність:
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Запишемо подвійну нерівність у вигляді системи нерівностей:
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Для того, щоб вираз
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 набував цілих значень, необхідно і достатньо, щоб дробова частина змінної дорівнювала 
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 Отже, вони і є розв’язками рівняння.
Відповідь. 
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Завдання для самостійного розв’язування
1. Розв’яжіть рівняння 
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2. Розв’яжіть рівняння 
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3. Розв’яжіть рівняння 
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4. Розв’яжіть рівняння 
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Розділ 3  Розв’язування дробово-раціональних рівнянь, що містять цілу частину числа
3.1. Розв’язування рівнянь вигляду
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Дробово-раціональні рівняння 
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Запишемо цю подвійну нерівність у вигляді системи:
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Кожну нерівність системи потрібно розв’язати методом інтер​валів і вибрати спільні проміжки. 

1. Розв’яжіть рівняння 
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Розв’язання
 Скористаємося властивістю 
[image: image174.wmf][

]

[

]

1

+

<

£

x

x

x

, маємо: 



[image: image175.wmf].

7

5

4

3

2

6

<

+

+

£

x

x

 
Розв’яжемо систему нерівностей, рівносильну подвійній нерів​ності:
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Розв’яжемо кожну нерівність методом інтервалів:
[image: image180.emf]
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Відповідь. 
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3.2. Розв’язування рівнянь вигляду 
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Відразу можна зазначити, що розв’язками такого рівняння мо​жуть бути тільки цілі значення змінної x. Спочатку розглянемо приклади, а потім узагальнимо алгоритм розв’язання рівняння. 

1. Розв’яжіть рівняння 
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Розв’язання
 Скористаємося властивістю 
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Розв’яжемо систему нерівностей, рівносильну даній подвій​ній нерівності:
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[image: image190.emf]
Із цієї системи випливає, що
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але жодне ціле число не належить до цих інтервалів. Тому умова 
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 не виконується.

Відповідь: Розв’язків немає. 

2. Розв’яжіть рівняння 
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Розв’язання
Скористаємося властивістю 
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Розв’яжемо систему нерівностей, рівносильну даній подвій​ній нерівності:
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[image: image199.emf]
Розв’язком системи є множина: 
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Відповідь: –2, –1, 1.

Для розв’язування рівняння 
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Подвійна нерівність набуває вигляду:
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На проміжках, що є розв’язком цієї системи, необхідно виб​рати тільки цілі значення змінної x.
3.3. Розв’язування рівнянь вигляду 
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Якщо відразу застосувати оцінку цілої частини числа і звести рівняння до подвійної нерівності, а потім розв’язати його, то ви​никнуть труднощі з вибором значень змінної x, при яких дріб 
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набуватиме цілих значень.

Тому попередньо замінимо 
[image: image207.wmf]t
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У результаті підстановки цього виразу в початкове рівняння діста​немо:
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Після перетворення маємо:  
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Отже, заміною вдалося звести рівняння до попереднього вигляду, після розв’язування якого необхідно лише виконати обер​нену заміну. 

1. Розв’яжіть рівняння 
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Розв’язання
 Нехай 
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та рівняння набуває вигляду 
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Скористаємося властивістю 
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Розв’яжемо систему нерівностей, рівносильну даній подвій​ній нерівності:
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[image: image219.emf]
Оскільки t — ціле число, то t=1.
Повернемося до змінної x: якщо t =1, тоді 
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Відповідь. – 2.

Розглянемо ще одне рівняння аналогічного вигляду, але таке, що не має цілих коренів. 

2. Розв’яжіть рівняння 
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Розв’язання
 Нехай 
[image: image222.wmf]t

x

x

=

+

-

2

3

1

5

, тоді 
[image: image223.wmf]t

t

x

3

5

1

2

-

+

=

, а 

[image: image224.wmf]27

11

8

23

15

25

2

4

9

15

7

14

5

3

5

1

2

2

3

3

5

1

2

7

5

2

3

7

+

-

-

=

-

+

+

+

-

+

=

+

-

+

-

-

+

=

+

-

t

t

t

t

t

t

t

t

t

t

x

x

 , тоді рівняння набуває вигляду: 
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Скористаємося властивістю 
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Розв’яжемо систему нерівностей, рівносильну поданій подвій​ній нерівності:
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[image: image231.wmf]÷
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Оскільки t — ціле число, то маємо t=−2 або t=−1.

Повернемося до заміни: 

1) якщо t=−2, тоді
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2) якщо t=−1, тоді
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Відповідь:
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Варто звернути увагу, що без введення змінної t, яка має набу​вати лише цілих значень, знайти на деякому проміжку значення 
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Завдання для самостійного розв’язування 
1. Розв’яжіть рівняння 
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2. Розв’яжіть рівняння 
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3. Розв’яжіть рівняння 
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4. Розв’яжіть рівняння 
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Розділ 4  Розв’язування рівнянь вигляду
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4.1. Розв’язування рівнянь вигляду 
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Для того, щоб скласти алгоритм розв’язування таких рівнянь, слід увести кілька нових понять.

Точку  
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 називають  граничною  точкою  функції 
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Наприклад, для функції 
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Точку  
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  називають граничною точкою порядку n  функції 
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Наприклад, для функції 
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 точки 0, 8, 16, 24, … , 

тобто такі, що мають вигляд 8k, де 
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. Граничні точки ділять усю числову пряму на проміжки так, що на кожному з цих проміжків значення суми 
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 стале. Тобто, зміна значення такої суми можлива тільки під час переходу через одну з граничних точок.

Алгоритм розв’язування рівнянь вигляду 
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Ураховуючи, що 
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За умовою всі коефіцієнти 
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Отже, 
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Але додавання нестрогих нерівностей могло призвести до появи сторонніх коренів. Для того щоб позбутися сторонніх коренів, потрібно  на  знайденому  проміжку  визначити  всі  граничні  точки і значення суми  
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 на кожному з одержаних півінтервалів.

1. Розв’яжіть рівняння 
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Розв’язання:

 Розв’язання проводимо за наведеним вище алгоритмом. Спочатку виконуємо оцінку, користуючись нерівністю 
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Складаємо нерівність:  
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Тепер на числовій прямій позначаємо границі нашого інтер​валу і точки 20 і 22, які є граничними точками функції 
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відповідно другого (оскільки 20 кратне 2 і 4) і першого (22 кратне лише 2) порядку. У такий спосіб півінтервал 
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На кожному з цих проміжків знаходимо значення функції 
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Відповідь: 
[image: image293.wmf][

)

22

;

20

.

2. Розв’яжіть рівняння 
[image: image294.wmf][

]

[

]

[

]

[

]

1

9

3

8

7

=

-

-

+

x

x

x

x

.

Розв’язання
Виконаємо оцінку кожного доданка окремо: 
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Як відомо, нерівності можна додавати, але не віднімати. Для того щоб утворити вираз 
[image: image299.wmf][

]

[

]

[

]

[

]

x

x

x

x

9

3

8

7

-

-

+

, спочатку дві ос​танні нерівності потрібно помножити на –1, а вже потім додавати всі нерівності:
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Після заміни матимемо нерівність 
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Граничними точками будуть: 
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Користуємося виключно числовою прямою, на якій позначені значення функції на кожному проміжку.
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Відповідь:
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Завдання для самостійного розв’язування
1. Розв’яжіть рівняння 
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2. Розв’яжіть рівняння 
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3. Розв’яжіть рівняння 
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4. Розв’яжіть рівняння 
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5. Розв’яжіть рівняння 
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6. Розв’яжіть рівняння 
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Розділ 5    Розв’язування дробово-раціональних рівнянь, що містять суму або різницю виразів із цілою частиною
5.1 Розв’язування рівнянь дробово-раціональних рівнянь, що містять суму виразів із цілою частиною 
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Для розв’язування рівняння виду 
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  оцінимо суму: 
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Шляхом множення подвійної нерівності на 
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Отриманий проміжок також необхідно поділити граничними 

точками на проміжки й обчислити суму 
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 на кожному з них, вибрати ті проміжки, на яких сума дорівнює числу d. Вочевидь, у реальному прикладі не доведеться розглядати дві нерівності, а лише залежно від знака добутку 
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одну з двох систем. Продемонструємо алгоритм на прикладі.
1. Розв’яжіть рівняння 
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Розв’язання
 Після оцінки цілих частин маємо нерівність:
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Добуток знаменників  
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, тому можемо помножити всю нерівність на 12, не змінюючи знака нерівності: 
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. Звідси знаходимо проміжок 
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Знайдемо всі граничні точки, які належать цьому проміжку. Усі граничні точки мають вигляд: 
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 маємо  x =14,5 при k =10.

Отже,  
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  ділиться на два проміжки   
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На першому проміжку сума дорівнює 11, а на другому — 12. 

Тобто, коренями цього рівняння є x ∈[14,5;16).

Відповідь: [14,5;16).

5.2. Розв’язування рівнянь вигляду 
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Очевидно, що розв’язками такого рівняння можуть бути тільки цілі  значення  змінної  x.  Тому  розв’язування  таких  прикладів варто виконувати аналогічно до рівнянь (1), лише в кінці розв’язання потрібно знайти всі цілі числа, що належать здобутим проміжкам  і  підстановкою  в  початкове  рівняння  визначити  корені цього рівняння.

1. Розв’яжіть рівняння  
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Розв’язання
 Оцінимо цілу частину числа:  
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Урахувавши, що x- ціле число, маємо x = 2. Залишилося  підставити  здобуте  значення  в  початкове  рівняння:


[image: image350.wmf]2

1

3

7

1

2

6

7

3

2

2

4

2

5

=

-

=

ú

û

ù

ê

ë

é

-

+

ú

û

ù

ê

ë

é

=

ú

û

ù

ê

ë

é

-

+

ú

û

ù

ê

ë

é

-

×


Тобто,  x = 2  є коренем рівняння.

Відповідь: 2.

Зауваження У даному рівнянні  після оцінювання цілої частини ми не знаходили граничних точок і не ділили проміжок  
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  цими точками на частини. Ця дія лише ускладнила б розв’язання, оскільки виконати підстановку одного цілого числа в початкове рівняння простіше, ніж визначити всі граничні точки і знайти значення суми на кожному інтервалі. Але слід мати на увазі, що коли проміжок після оцінки міститиме достатньо багато цілих чисел, то знаходження граничних точок може виправдати себе і для рівнянь вигляду 
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5.3 Розв’язування рівнянь вигляду 
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Розв’язування рівнянь вигляду 
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 виконується аналогічно до рівнянь вигляду 
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А саме: спочатку виконуємо заміну 
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і підставляємо в рівняння  
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Таке рівняння за допомогою елементарних перетворень зводиться 

до вигляду 
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Знайшовши попередньо t, підстановкою перевіряємо їх і вже потім 

виконуємо обернену підстановку.

1. Розв’яжіть рівняння 
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Розв’язання
Нехай 
[image: image362.wmf]5

1

3

-

=

x

t

, тоді 
[image: image363.wmf]3

1

5

+

=

t

x

.

Матимемо рівняння: 
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, де t – ціле число.
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Запишемо це рівняння у вигляді подвійної нерівності, позбувшись цілої частини числа:
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Отже, 
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. За умови  знаходимо, що на цьому інтервалі t набуває лише двох значень -1 та 0, і виконуємо обернену заміну: 
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. Тож х набуває також двох значень [image: image382.png]


 та [image: image384.png]


. Підстановкою перевіримо, чи задовольняють одержані значення початкове рівняння.
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Таким чином, можемо зробити висновок, що початкове рівняння не має коренів.

Відповідь: Розв’язків немає.

5.4. Розв’язування рівнянь вигляду
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Рівняння (1) і (2) розв’язуємо аналогічно до рівнянь вигляду
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тому наведемо лише алгоритм розв’язування для рівняння (2).

Складаємо подвійну нерівність:


[image: image394.wmf]1

1

2

2

2

2

1

1

1

1

+

<

+

+

-

+

+

<

-

e

d

x

c

b

x

a

d

x

c

b

x

a

.

Зводимо другу її частину до спільного знаменника:
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Урахуємо, що 
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, і перепишемо цю подвійну нерівність у вигляді системи двох нерівностей:
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Розв’язуємо систему нерівностей і знаходимо її розв’язки. Потім знову потрібно визначити граничні точки, розглянути окремо кожен інтервал, і лише тоді можна визначити остаточну відповідь.

1. Розв’яжіть рівняння 
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Розв’язання
Для того щоб використати результат, здобутий вище, визначимо коефіцієнти рівняння:  [image: image404.png]1,by
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і, нарешті, е = 4.

Система набуває вигляду:
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 EMBED Equation.3  [image: image406.wmf](
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[image: image407.emf]
Розв’язком системи нерівностей є:
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Для знаходження граничних точок почергово прирівняємо кожен із доданків до цілого числа:

1) 
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Підстановкою знаходимо граничні точки
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Для визначення значення виразу на кожному проміжку, підставлятимемо довільну точку, що належить цьому проміжку.
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Завдання для самостійного розв’язування
1. Розв’яжіть рівняння 
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2. Розв’яжіть рівняння 
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3. Розв’яжіть рівняння 
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4. Розв’яжіть рівняння 
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